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8» eilet 3:^ eil: 

Sie (£ombination§tebre, ben binomtfdjen @afs, bie ffia^djeinficbfeiSfe^nung, 
bie ftd) auf bie menfdjfic^e ©tcrbiiditeit grünbenben fRed)nung§arten, bie 
Waren ®lei<fiungen unb bie (Anleitung sur t'eftre Bon ben Determinanten, nebjt 
500 S3eifpieten unb UcbungSaufgabeu entbaltenb. 


Jaicitf, Btrbtlftrlc unb Dermefjrtc Auflage. 


Öetyjifl tmb §eü>eß>erg. 

S. ft. Ü5ßintcr’|c^e SJerlagö^anblung. 
1873. 
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Dorwort )u erptcn Auflage 


Der »orliegenbe jweite Dheil umfaßt in bier atbfc^nittett : 
bie (Sombinationdlehre, ben binontifchen @ah, bie 
2öahrfcheinlichfeit«rechnung unb bte fi<h auf bte 
ntenf gliche © terblid;feit gtünbenben ^Rechnung«» 
arten, ©ämmtlicbe Sä^e würben burch nuntcrifrfie ißeifptele 
erläutert unb am <5nbe eine« jeben 2lbf dritte« befinbet ficb eine 
beträchtliche Slnjahl »on Uebungöaufgaben. Die SRefultate piet^ 
ju nebft 2lnbeutungen ju ihrer 2luffinbung finb al« Slnhang in 
einem befonbcren ^eftdjen erfd;ienen. 

Um ben lebten Slbfcpnitt, welcher bie bei ^Renten* unb &ben«= 
berficherungdanftalten »orfontmenben ^Rechnungsarten umfaßt, für 
ben ®ebraud? beim Unterrichte möglichft jwecfmäßig anjuorbnen, 
habe ich fämmtliche für bie ißrapis wichtigen gälte at« atlge? 
meine Aufgaben behanbett unb beten Sluflöfung bur<h IBeifpiele 
näher erläutert, iffienn gleich biefer (gegenftanb hätte in fürjerer 
SBetfc bargefteltt »erben fcnnen, fo gab ich boch ber hiev gewählten 
©ehanblungdart ben SSorjug, weil fic mir geeigneter fchien, ben 
Anfänger . mit bcm betreffenben ©iffenöjweige recht betttaut ju 
machen unb ihm baS SJetftänbniß beffelben ju erleichtern. 
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VI 


Sßorroort. 


ES ift leibet eine befannte S^atfa^e, ba§ getabe bem ge* 
nannten, fo tief in baS praftifche Seben eingreifenben ©ebiete 
ber Bfathematif an unferen Sehranftalten theilS feine, theilS 
nur eine fefyt geringe Silufmerffamfeit gefchenft wirb. Die für 
ben Unterricht beftitnmtcn Sehrbücher enthalten baoon in ber 
SReget faum baS diothbürftigfte, unb behanbeln felbft biefeS in 
einer ©eife, baft eine 2lnwenbung bet gewonnenen Sehren 
auf ptaftifche Beifpiete bei ber biefem ©egenftanbe nteift nur 
fpärlich jugemeffenen 3 e ^ unmöglich ift. @8 werben nämlich 
faft burchweg bie SRefultate ber einzelnen bei Renten* unb SebenS* 
oerficberungen oorfommenben gälte mit ^ugtunbelegung ber ©ahr* 
fcheinlichfeitSrechnung entwickelt unb in Leihen bargeftellt, beren 
©ummirungen bei ber Slnwenbung he<hft weitläufig unb jeit= 
raubenb finb. Die Einführung »on ©erfett, welche biefen ®egen» 
ftanb fpeciell behanbeln, würbe bem $wecfe ebenfalls nicht entbrechen. 

Um bem oben erwähnten Botwurfe ju begegnen unb auch 
ba8 §ereinjichen numerifchet Beiipiele in ben Unterricht ju 
erleichtern, hübe ich bie hierher gehörigen gragen fo ausführlich 
behanbelt, als eS nur ber 3wec£ eines Sehrbuches ertaubt, fämmt* 
liehe SRefultate in eine jur tabellarifchen Berechnung bequeme 
gorm gebracht unb an bem Enbe-beS Buches in ben Tabellen I. u. II. 
bie jur Söfung praltifdjer Beifpiete nötigen SJBerthe für 3* unb 
4projentige 3infen mit .gugrunbelegung ber Baumann *©üfi» 
mitch’f djen ©terblichfeitStabelle unb fiebenftelliger Sogarithmen 
jüfammengeftellt. 

Die Unterfuchungen noch weiter auSjubehnen unb bie Be» 
rechnung beS iRefetoefenbS u. bgl. aufjunehmen, hielt ich, als 

bie ©refijen eines für ben Unterricht beftimmten SehrbudwS über» 

/ 

fteigenb, nicht für rathfam. ©er fich eingehenber mit bem 
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©tufcium be8 in Diebe ftehenben 2ßiffen8jtoetgc3 ju bcfchäftigen 
tbünfdjt, finbet rctd)Itc^e« ÜJiaterial in bcn Schriften bon ©re* 
mifer, 3af>n, Sbi|er, Sieganb, Silb, 3^met u. 9L 

Sollte biefe Arbeit bem Sehrer einige Grrleicfeterung beim 
Unterrichte gewähren unb bem Stubirenben jum leichteren ©er» 
ftänbniffe oon Serien bereifen, welche fiel? mit ben h' er 
hanbelten jDiöciplinen Serieller befaffen , fo tnürbe ich mich ba* 
burth reiflich für meine SDlühe belohnt fühlen. 

SarBrube im 2JMtj 1864. 

(Sari 
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ttonnort yxx feiten äuflage* 


(gegenwärtige j weite Sluflage uitterfd^eibet fich eon fccr 
früheren ganj befonberS burd> bie Aufnahme jweier Weiteren 2(6* 
fchnitte, bie l'ef;re oon ben ()c(j>eren (Gleichungen mit einer Unbe* 
fannten unb bie (Einleitung jur &§re oon ben Determinanten 
enthaltend 

Die fyßf;ercn (Gleichungen finb mögliche ausführlich behanbelt, 
währenb, bem 3wecfe beS SudjeS etttfbredcenb oon ber Dh ecr * e 
ber Determinanten nur fo oiel aufgenommen würbe, als pr 
ftrengen fflegrünbung ber Sluftöfung eines (StyftemS linearer 
(Gleichungen erforberlich ift. (SS genügt biefeS offenbar für ben 
erften Unterricht unb als Vorbereitung jum ©tubium oon Serien, 
welche biefen (Gegenftanb umfaffenber abhanbeln. 

Karlsruhe, im Januar 1873. 


(&arl 


Jtttjali 
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Gvliev mfcbnitt 

Die ßombination 6 lel)re. 

. §. 1. ©rttörungnt. 

1 ) 2 )ie ßombinatioit$lef)re ober ©pntaftif Ijat 
311 m ©egenftanbe: au« gegebenen (Dingen (©röjjeit ober 3<*f)Ien) 
alle benfbaren 3 uf«tnmtnftellüngen unter befiimmten 
33orau3fe|)ungtn 311 bi Iben, fowic bie 21 n 3 a ^ f biefer Serbin« 
bungen 31 t be (tim men, of)nc biefelben wirflid) aufjuftctlen. 

2 ) 3ebc fotcfie Serbinbung beißt eine Komplex iott unb 
bereu 33eftanbtbeilc werben bie (Elemente berfelben genannt. 

3) 3ur ®C3cid)nung ber (Elemente wählt man gewöhnlich 

23 u ch ft a b c n ober unb fagt alöbann eine (Somplerion 

fei ge orbnet, wenn bie Klemente bejügtief) in alpl)abetifd)er 
Drbnung, ober in ber Drbnung unfercr 3('M f ” rf *^ c neben einanber 
fielen; im anbereit Saile f>ei#t fic unge orbnet. 

4) Sine Somplerion wirb nad) bem äufjerfien Klemmte 
3 ur Siinfen benannt unb fyeifjt oon böserem (Hange als eine 
anbere, wenn an einer früheren ©teile 31 er Stofen ein in ber 
natürlichen Drbnung fpäter vorfommenbcS Klement fteljt , ald 
in biefer. 

©0 finb 3 . 33. adbc unb ab de jmei Komplexionen 
t»on ber Drbnung a, aber jene ift von höherem (Range al3 
biefe, weil d in jener Komplexion an ber 3 weiteit, in biefer aber 
erfl an ber brüten ©teile fleht. Kbenfo ift bie Komplerion 
12534 »on böbtww (Range alö 12354; beibe aber finb » 01 t ber 
Drbnung 1. 

S p i , allgemeine ?(ritl;iueti[. II. 2. (Hilft. 1 
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©rfter SMfcfmitt. 


* 5) 3n ©ejug auf bie 2lnjal)l ber (Sfemmte ifl eine dom* 
plerion oon ber crficn, jwtiten, .... nten Älaffe, je nacfe* 

bcm fte bezüglich and 1 , 2 , 3, n (Elementen befielt. (Sorn* 

plcrioncn btr 'elften klaffe werben aud) Unionen, foldje ber 
jweiten Älaffe ©inionen, ber britten Älaffe Jernionen, ber 
vierten Älaffe Duaternioncn u. f. f ; genannt. 

6 ) $in(tcf)tlicf} ber (Elemente felbfi unterfct>eibet man 6 oin< 
plerionen ofene SBieberfeolung, wenn fämmtlidjc dlcmente 
üon einanber oerftfjieben ftnb, unb doniplerionen mit 
SBicberfeoIung, wenn ein unb baffelbc (Slement mefermald 
barin oorfommt. 

©o ifi j. ©. abedf eine Somplerion ofene UBieberfeolung, 
bagegen aabbbe eine folcfee mit UBieberfeolung. 

7) 3e naefe ber 9lrt ber ©itbung ber domplerionen aud 
gegebenen dlemcnten unterfefeeibet man in ber dombinationdlefere 
brei £aupttfeeile, nämtid) : 

1 ) bad fßennutiren ober ©erfefeen, 

2 ) bad Sombiniren ober ©erbinben, 

3) bad ©ariiren ober ©erbinben unb ©erfefeen. 

A. Daß flernttttiren. 

§. 2. drflärungeit. 

1) ©Serben n gegebene Elemente fo oft aid nur möglich in 
einer anberen Drbnung neben einanber gefietlt, fo nennt man 
biefe Operation bad ^ermutiren unb jebe 3ufammenftellung 
ober domplerion eine fßermutationdform ober furjfein eine 
IfSermutation. 

2 ) 3>ie Slufgabe bed fßerniutirend wirb burefe ©orfefeen bed 
3ticfeend P »or bie ju permutirenben (Slemente angebeutet. 

©o wirb 3 . ©. burefe P (abcd) audgebrüeft, bafj bie »ier 
Siemente a, b, c, d permutirt werben füllen. 

3) Die ©njafel aller möglitfeen ißermutationen gegebener 
Elemente wirb burefe bie entfpredjenbe üßermutationdjafel 
beftimmt. 

Um audjubrücfen, ba|i man niefet feie HJermutation felbfi, 
fonbern nur bereu Slnjafel ju feaben wünfefet, fügt man bem 
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$crmutatton$jri$tii P unten bie Slnjahl ber gegebenen 

Slemente bei. 

@o fjei^t 3 . 8 . P, man fott ble 3lnjat)l aller *ßerinuta« 
tionen »on n Slementen angeben. 

Sinb unter ben n Slementen aber nur einige, 3 . 8 . nur 
brei verhieben, bie jtdj alfo wieberfyclen, unb fommt etwa bas 
eine m, baS anbcre p unb baö brittt q mal vor, fo wirb bie 
entfpred)rnbe ‘.ßrrmutationSjahl burd) P n angebeutet. 

m,p.q 

8. 3. 8ilDung Dev 8enmitntiimcit. 

Um gegebene Slemente 3 U permutiren, verfahre man auf 
folgenbe äßeife: 

8 ?an fdjreibe bie Slemente juerft »on ber 3infen gegen 
bie Steckte in natürlicher Drbnung neben einanber unb leite 
nun auS biefer niebrigjien Sompterion ber Reihe itad) bie auf 
einanber folgenben höf)«™ Gomplerionen in ber SBeife hff, baß 
man »on rechts gegen linfS an bie Stelle beS erjten niebrigeren 
SlementeS baS rechts fief>enbe ^ötjere Element fegt, alle Slemente 
3 ur Sinfcn »on biefer Stelle auS aber unceränbert läßt unb bie 
übrigen Slemente gegen bie Rechte in natürlicher Drbnung an« 
fehreibt. 33iefeS 8 erfal)ren wieberhole man fo lange als möglich- 
Schließlich wirb man jur Ijöe^fien ^ermutation gelangen, welche 
alfo burch bie »orgelegten Slemente in umgefehrter Reihenfolge 
gebilbet ifb. 

Sßieberholen ftch einzelne Sleinente, fo bleibt bie 8 ilbuug 
gani biefelbc. 

3ur Erläuterung folgen nachftehenb einige 
8 eifpiele. 
i) p <*b> - { £ 


1 * 
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®rftet abfänitt 


8) P (abbcc) = 


4) P (1234) = 


abbcc bbcac 
abcbc bbcca 
abccb bcabc 
acbbc bcacb 
acbcb bcbac 
accbb bcbca 
babcc bccab 
bacbc bccba 
baccb cabbc 
bbacc cabcb 

1234 2134 

1243 2143 

1324 2314 

1342 2341 

1423 2413 

1432 2431 


cacbb 

cbabc 

cbacb 

cbbac 

cbbca 

cbcab 

cbcba 

ccabb 

ccbab 

ccbba 

3124 4123. 

3142 4132 

3214 4213 

3241 4231 

3412 4312 

3421 4321 


anmerluug. Slnftatt P (abbcc), P (112333) u. f. ». ftfircibt 
man fjäufis citd) jur abülrjung P (alrc 1 ) , P (1 2 23 3 ) k. mtb nennt atS- 
bann bie an ber «teile bet Syponentett (lefjenbett Qaljlen bte Sieber- 
bolungöeypo nenten bet betreffcnbeit (ilcmente. 


§. 4 . mnv 

Die ißermutationen gegebener (Siemente laffen 
fid) immer fo anorbneit, baf? jebe (Somplerion auö 
ber itäd)fi porfyergefjenben burd) Ser taufdjung bon 
nitr jmei (Siementen entließt. 

Seme iS. ÜJJan fann offenbar fcpen: 

f«-| £ *• « - 1 Ä S Ä 

abcd bdca cabd dcba 
abdc bdac cadb dcab 

p , i p acdb bcad ebda dbac 

(, a ) aebd beda ebad dbca 

adbc bade edab dacb 
adeb baed cdba dabc 

roorauö ijertmrgefjt, baji obiger <Sap für 2, 3 u. 4 (Sieinente 
rid)tig iß. 

9ief)men mir nun an berfetbe geile allgemein für bie n (Sie« 
mente b, c, d, . . . . x, y unb bie '.Jiermutationen tiefer (Siemente 
feien in ber SQSeife georbitfl, baß jebe foigenbe auö ber nädjji 


Digitized by Google 



_ Die Sombittationätefire. 5 

porhergetjenben butdi UJertaufchung Pott nur jreei (Stemmten er» 
Ratten reirb, fo ftiinnten bic s 44ermutationen, welche erhalten . 
recrbcn, reenn man jcber Sompferion jener n (Steinente noch ein 
(n + 1) tcS (Slement a porfeft, in ber angeführten Sigenfd)aft 
mit bcn urfprünglid)en Ißermutationen überein. 3n ber testen 
fßermutationSform prrtaufdje man nun b mit a, fo baf alfo 
biefe Sompterioit pon ber Drbnung b reirb, orbne alle tfkrmuta* 
tionen ber nad) b ßehenben n (Stemmte reicher fo, bap jebe 
fotgenbe auS ber nädjft porf)trgehmben burd) 93ertaufd)ung pon 
nur jreei Stemmten entfielet unb fefce jeber ber erhaltenen Som* 
pterioneri b por. 3n ber testen biefer 'fjermutationen pertaufche 
man nun c mit b, orbne alle tßermutationen ber nad) c ftehenben 
n Stemmte tpieber ber Slrt, baff jebe fotgenbe auS ber nüchfl 
poi'hergehmben burd) Sßertaufchung pon nur jreei Slementen er< 
hatten reirb u. f. re. 

gäf)rt man fort in biefer SBeife ju operirctt, bis man fchliefj* 
tid) alten fßermutationen ber n Stemmte a, b, c, . . . . x als 
(n 4- 1) tcS Stemmt y Porgefefct hat, fo ftnb bie (n + 1) Stc» 
mente auf bie gereünfd)te SBeife angeorbnet. 

Da nun obiger ©ah für n = 2, 3 u. 4 als richtig erfanitt 
reurbe, fo ift er nach ffiorftehmbem auch für n = 4 + 1 = 5 
unb fomit reicher für n «= 5 + 1 = 6 u. f. f. b. h- 
gemein richtig. 

3ufafc. 

1) Um burd) 58ertaufd)ung Pon nur jreci Stemmten bie 
tftermutation 

1, 2, 3, 4, . . . . n — 2, n— 1, n 

überjufüljren in: 

n,n — 1, n — 2, n — 3, ....3 , 2,1 
fann man juerfi 1 mit n, bann 2 mit n — 1, hiernach 3 mit 

n — 2 u. f. re. pertaufchen. SS ftnb atSbann ° ober , 

folcher UJertaufchungen erfurbertid), je nachbem n gerabe ober un* 
gerabe ift, ba im ^weiten gatte baS mittlere Stemmt an feiner 
©teile perbteibt. 
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©0 ftnb }. SB. jum Uebergange ber gönnen: 

123, 1234, 12345, 123456, 1234567 

in 321, 4321, 54321, 654321, 7654321 

1, 2, 2, 3, 3 

S8ertaufd)ungen erforberlid). 

Aufgabe. Schreibet tiefe $ertauf$uugen nietet. 

'2) sffiie man fiel) leicht überzeugt faitn bie 2lnorbnung 

1, 2, 3, n — 2, n — 1 , n 

in rar, n — 1, n — 2, ... . 3, 2, 1 

and) auf folgenbe 2lrt iibergcfüfyrt werben. 9J?an oertaufdje ju« 

erft ber SReibe nach 

1 mit 2, 1 mit 3, 1 mit 4, . . . . 1 mit n — 1,1 mit n 
uitb gelangt al«bann jur gönn: 

2, 3, 4, .... n — 1, n, 1. 

hierin »ertaufebe man wieber ber Sfteilje nach 

2 mit 3, 2 mit 4, 2 mit 5, .... 2 mit n — 1, 2 mit n, 
woburct) bie ffkrinutation 

3, 4, 5, .... n — 1, n, 2, 1 
erhalten wirb u. f. w. 

Ü8?an erfennt au« biefer Silbungöweife fofort, bafj bie 
9lnjaf)l ber erforberlicben S8ertaufd)ungen übcreinflimint mit ber 
3al)l, welche auöbrücft, wie oftmal« man »on n (Slementen jebe« 
(Sfement mit jebem after folgenben »erbinben fann. Da biefe« 

aber auf ^ — — Slrten gegeben fann, fo ifl aud) bie 2ln< 

gaf>l ber erforberlicben S8ertaufd)ungen ° ^ . 

'Aufgabe, ffintoiefett bie in 1. borgelegte Aufgabe auf tie eben 
bejeidjuete äöeifc! 

3) Die 3«f)kn s ob« einerfeit« unb — * — 

Z Z 2 

anbererfeit« ftnb ftet« gleichzeitig gerate ober ungerabe. Denn 

fürn=4m ifl ^ =2in , 2m (4m — 1) 

* n=4m4-l„ n ^ ='2m ■ -^=2m(4ni + l) 

- n=4m-f-2„ “ =2m + l, ^-~- 1 ^=»(2m-fl)(4m-f 1) 
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fürn = 4m+3 i|} -^4 = 2m -f- 1, ^“ 2 — 1 ) =(4m -f 3)(2m +1). 

§. 5. öcr ^crmutotioncn. 

1 ) Sin (Element läjit nur eine Ißermutation ju. 

ftommt n«h ein 3 weites (Sleinent i)inju, fo fanit tiefe« 

na unb oor bein erften fielen unb man erhält fomit für 
^wei (Slemente 1 . 2 Ißermutationen ober 
. P, = 1 . 2. 

gügen mir noch ein brüte« (Slenunt Jjin^u, fo fann biefe« 
in jeber ber oorhcrgeljenben jwei l)3ermutationcn mietet brei oer* 
fchiebene Stellen einnehmen, nämlich nach bem ^weiten Elemente, 
jwifchen bem erfien unb ^weiten unb oo-c bem erfien (Slemente. 
9Jian erhält fomit au« jefcer (Somplerion ber Ißermutationen jweicr 
(Slemente burd) -£>injufügen eine« britten Slcmente« brei Som* 
plerioncn mit brei (Elementen, alfo im ©anjen 1.2.3, ober 
6 Gomplerionen unb eö ifi bemnach 

P s = 1 . 2 . 3. 

gährt man in tiefer SBcife fort, immer neue (Elemente hin* 
jujufügen, fo ftnbet man bic Slnjaljl ber ^ermutationen oon 
vier Elementen ober 

P 4 = 1 . 2 . 3 . 4 

unb allgemein bie Slnjaljl oon n (Slementen ober 
P B = 1.2.3.4...(n-l) n. 

■SDlan nennt ein foldje« Iflrobuft ber in natürlicher Orbnuttg 
aufeinanber folgenben 3 ah* cn »on 1 bi« jit irgenb einer 3 <ihl n / 
bie gafultät oon n unb bezeichnet foldje furjhin burd) n! ”* 

hiernach erhält man alfo auch für bie 2 lnzal)l ber 4 $er* 
mutationen oon n Elementen ohne SBieberholung: 

P» = nl (1) 

2) Um nun bie 2lnjahl ber fßermutationen ju beflimmen, 
wenn unter ben n ju pennutirenben (Slementen m gleiche 
oorfommen, berüdftd)tige man, baf? wenn fämmtliche Elemente 
oon einanber oerfchieben wären, man n! ‘JJermutationen erhalten 
würbe. 2 )a nun aber m (Stemmte allein m! ißermutationen $u* 
laffen, fo verfallen iene n! 93erfe^ungen in lauter ©ruppen oon 
je m! ßomplerionen, welche gruppenweife einanber gleich werben, 
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Grfter Sthfcfmitt. 


fobalb man m bet gegebenen n (Slemente einanber gleich fefct. 
Sinb batjer unter u (Elementen m einanber gleich, fo erhält man 
für fcie Sitjabl ber fßermutationen 

p - - i”i w 

3) treten unter n (Sfementen aufjer ni auch noch p gleiche 
(Stemmte auf, fo führt eine analoge Betrachtung fccm ©chtuffe, 
baf? alßbamt für bie 3lnjaf)l ber Serfefcuitgen erhalten wirb: 

II ' 

P n — (3) 

— mp v J 

m,p I 

Sltlgemein wirb bafjer fein: 

P n - — r~ T" r~i W- 


•» Seifpiele. 

1) 3Bie siel oierjiffrtge 3 a ^ en laffen fi<h au8 ben 3*ff ern 
2, 5, 7, 8 bilben? 

Stuflöf ung. 

Badj gormel (1) erhält man 

P 4 = 4 ! — 1 .2. 3. 4 = 24 Bahlen. 

2) Stuf wie oiel Strten formen 12 in einer SReihe ne6eneinanber 
fifjenbe Serfonen ihre Släfce wechfeln, fo bafj fie jebeSmal in einer 
anberen Drbnung aufeinanber folgen? 

Stuftöfung. 

P J2 = 12! = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 . 11 . 12 

= 479001600 Strten. 

3) 2Bemt man alte ißermutationen ber Biffem 3 , 5 , 7 , 8 
unter einanber fdjreibt, fo erhält man für jebe Sertifalreilje welche 
(Summe ? 

■ Stuftöfung. 

4 3 'ffem taffen 4 ! = 24 fßermutationen ju. -3ebe Sertifak 
reihe enthält aber jebe ber B'ff evn Omal, alfo ift bie Summe einer 
folctien 

*=6(8 + 5 + 7 + 8)=*6.23 = 138. 

4) 2ßie hfi^t bie 400te Simulation oon abedef? 

Stuftöfung. 

3nt ©nnjen erhält man 6! = 720 fßermutationen. $ieroon 
ftnb ber 9fcihe nach 120 oon ber Drbnung a, 120 oon ber Drb= 
rtung b, 120 oon ber Drbnung c, uitb mit ber 361 ten beginnen bie= 
jenigen oon ber Drbnung d. Sou biefen ift bie ju fu^enbe bie 40te. 
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9?e^mcit wir nun d als erfteS (Slement an, fo fyat man nod) abcef 
„ ju perniutiren. 23on biefeit ißermutationen beginnen bie erften 2-1 
mit a, bie 25te Storni ift »on ber Orbnung b. SReljtnen wir jefet b 
als ^InfangSgtieb , fo bleibt nod) accf ju permutiren übrig. Sßon 
biefeit ißermutationen finb ber SReitye nad) 6 »on ber Orbnung a 
nnb 6 »on ber Orbnung c, bie (360 -f- 24 + 12 -f- 1) te ober 
397te ipermutation ber borgelegten Slemente l^eigt fomit dbeacf, bie 
398te dbeafc, bie 399te dbecaf nnb bie 400tc dbecfa. 

§. 6. StufgaGcn jur UcGung. 

1) ©ümmtlicfje 3af>(en anjugeben, welche ftd) auS ben fünf 
3iffem 2, 5, 7, 8 unb 9 hüben taffen. 

2) Silbet fäinmtlietje Ißennutationen ber (Elemente u, v, w, 

3) SBitbet P(a»cd). 

4) P(a 3 b s c) ju bilbett. 

5) Silbet P(3 2 4 a 5*). 

6) P(x 3 y 8 ) ju bilbeit. 

7) Sßie oft fönttcn 7 neben einattber ftctjenbc ißcrfonen bie 
Orbnung iljrer älufeinanberfolge ättbern? 

8) 3n einer ©efellfdfaft beftnben ft(f> 6 Herren unb 6 Damen, 
äöie oft fönnett biefe l)3erfonen in anberer Orbnung ft&eit, wenn 
nie 2 §erren ober 2 Damen neben einanber fomineu bürfen ? 

9) äöie biel fünfjiffrige 3at)Icn (affen ftet) mit ben 3*ffern 

1, 4, 5, 7, 9 überhaupt anfdjreiben? 

10) äöie biel 3af)ten taffe« ftdf mit Gen 6 3>ffent 3, 3, 4, 
5, 5, 6 anfcfjreiben unb wie f>ei^en biefclben? 

11) äöie »iel äferfe&ungen föniten auS ber (Somplerion 
a 3 b*c 2 df B gebübet werben? 

12) äöie biel äfermutationSformen (affen bie 3iffem 1, 1, 1, 

2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 7, 8, 9 ju? 

13) äöie otel Somplerionen ber (Elemente 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
beginnen: «) mit 3; ß) mit 1 2; y) mit 12 3; J) mit 1 2 3 4? 

14) 2öie biel ßomplerionen beftnben ftd) unter ben 93er< 
fe&mtgen ber hörigen Slufgabe, in welchen bie 3'ffent 1, 2, 3, 4, 
in beliebiger Orbnung neben einattber ftefyen? 

15) äöie biel ßomplerionen lajfen ftcft aus ben Elementen 
abcd bilbett, welche mit bd beginnen? 

16) äöie oft fielen in ben äkrfe&ungen bon abedef bie 
S3ud)fiaben bf in ebenbiefer Orbnung nebeneinanber? 
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17) 2Bic grofj ifi bie Summe ber 3iffern aller 3<>f)fcn, weldje 
fiel) au« ben 3iffctn 1, 1, 2 , 2 , 2 , 3 bilben laffcn? 

18) Die wie »ielte ipermutation ber Klemmte aabbcc fjeifit 
beaeba? 

19) 2Bie Ijcifjt bie 28te Serfejjung ber Komplcrion aabed? 

20) Die wie sielte fßermutationSform ber Klemmte begnor 

l)cif t borgen? 

B. Das Combiittrctt. 

§. 7. Krflnntngett. 

1) 5ßirb au« einer 2lngal)l gegebener Klemmte fo oft al« 
inöglidj eine bejtimnite 2lnjat)l »on Klemmten fyerauögenomincn 

' unb ju einer Komplerion »erbunben, fo nennt man biefe Dpe* 
ration ba« Koinbiniren im engeren Sinne unb jebe ber er* 
l)a(tenen Komplerionm eine Kombinationöform ober fur^in 
eine Kombination. 

2) Die 21ngaljl ber jü einer Komplerion »etbunbenen (Sie* 
mente beftimmt bie klaffe ber Kombination unb bie 3<»M 
welche bie Älaffe außbrürft, tjeipt ber Jflaffenerponent. 

3) 3e nad)bem jebe Komplerion baffelbe Klement nur ein* 
mal, ober fo oft enthalten barf, alö ber itlaffenerponent Kin* 
beiten f)at, erhält man bie Kombinationen of)ne, ober mit 
2Bieber£)olung. 

4) Die Slufgabe, bafj n Klemente a, b, c, . . . gut mten 
Älaffe combinirt werben follen, beutet man an 

m 

a) bei Kombinationen ob ne SBieberfjolung bureb C(abc . . .) 

m 

b) bei Kombinationen mit 2Bieberl)olung bur<b C'(abc...) 

Die Kombinationögabl »on n Klemmten gut mten 

Älaffe, b. b- bie Slngabl aller möglichen KombinationGformen 
»on nKleincnten gur mten Älaffe wirb bagegen begegnet 

m 

a) bei Kombinationen oljne SBieberbolung bureb C„ 

m 

b) bei Kombinationen mit SEBieberbolung burcf) 

§. 8. Stlbung ber KombtuatUmen. 

a) Kombinationen oljne 2Bicberl>olung. 

1) Um bie Kombinationen ber erflen Älaffe gu bilben, fcfyreibe 
man bie eingelnen Klemente ber itatürlidjcn Dtbnung nach an. 
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©o ift j. SB. 

i 

C(abcd) = a, b, c, d. 

i 

2) (Die (Kombinationen fctr j weiten Klaffe werben erhalten, 
wemt man jebeö (Klement mit allen,, feer natürlichen Drbnitng 
nach folgenben, nerbinbet. 

©o ift $. SB. 

C (abcd) = ab, ac, ad, bc, bd, cd. ' 

3) Um bie (Kombinationen ber brüten Älaffc $u bilben, »er* 
biitbe man jebeS (Klement ber 9teil)e nach mit allen (Komplerioneit 
ber (Kombination <jur ^weiten Älaffe, welche non einer ^ö^eren - 
al« burch jenes (Klement auSgebrütften Drbnung ftnb. 

©o ift j. SB. 

3 

C(abcd) = abc, abd, acd, bcd. 

4) 3n ähnlicher Sffieife werben bie übrigen Älaffeit auS ben 
nädjfl norljergehenben gebilbet. (Kö leuchtet non felbft ein, baj? 

, bie 2lnjaf)l ber Älaffen burch bie ber (Klementc befdjränft ijt. 

Stumertung. söei einiger Hebung taffen ficb bie Sombinationen 
gegebener Stemente ju einer beftimntten Staffe and) leidjt angeben, obne 
corf)er bie tiefer Ataffe oorattgebenben Staffen für bie »orgetegten ®le> 
mente ju bitben. 

\ 

Söeifpiele. 

X 

’( 123 234 345 ( abcd bedf 

124 235 

0(12345) = . 245 

135 
145 

abcd bedf cdfg 
v abef bedg 
abcg befg 
abdf bdfg 

C(abcdfg) «= • 

< aedf 

aedg 
aefg 
adfg 
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örfter Äbfcfjnitt. 


b) (Kombinationen mit Söieberholung. 


1) Um bie (Kombinationen bcr er ft cn tflaffe ju hüben, fc^reibe 
man bie gegebenen (Klemcnte ber natürlichen Drbnung nach an. 

2) Die (Kombinationen bcr jweiten fflafft werben erhalten, 
wenn man jebeä (Kleinen! mit (ich unb aßen ber natürlichen 
Drbnung nach folgenben »erbinbet. 

@o ijl 33. 


C'(abcd) = 


aa bb cc dd 
ab bc cd 
ac bd 
ad 


3) 3ur Silbung ber brüten Älaffe fege man iebcö (Element 
»or alle (Komvlerionen ber jweiten Älajfe, welche »on gleicher 
unb höherer Drbnung ftnb, al$ baö (Element auSbrücft. 

®o ift i- 93. 


C' (abcd) 


aaa 

bbb 

ccc ddd 

aab 

bbc 

ccd 

aac 

bbd 

edd 

aad 

bcc 


abb 

bed 


abc 

abd 

acc 

bdd 


aed 

add 


• 


4) 3n ähnlicher SBeife erhält man bie übrigen Älaffeit 
auö beu nächft »othergehenben. 


C'(123) 


©eifp 

tele. 

1111 

2222 

1112 

2223 

1113 

2233 

1122 

2333 

1123 


1133 


1222 


1223 


1233 


1333 
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C'(abc) = 


aaaaa bbbbb 

aaaab bbbbo 

aaaac bbbcc 

aaabb bbcco 

aaabc bcccc 

aaaco 

aabbb 

aabbc 

aabcc 

aaccc 

abbbb 

abbbc 

abbcc 

abccc 

acccc 


ccccc 


c) Kombinationen mit befctjränfter SBicbcrljolung. 

Unter Kombinationen mit bcfcfjränfter 2 Bieberi 
fyolung »erfielft man folctje Kombinationen, bei njeldjcn ange* 
geben ift, wie oft jebe« ber »orgelegten Klemente in jeber ber 
Kompleriotten l)öd)fien$ auftreten batf. 

, Um bicfclben $u bilben, fdjreibe man 3Uitäd)fi bie bent Jflaffeit* 
unb Sßieber^olungöjeiger entfprcc^enbe niebrigjie Orbnuttg an 
unb eombinire auö biefer mit 39 emcf|lcf)tigiing bcö 2ßiebert)olunge* 
jeigerö bie übrigen Komvicrioncn nad> ben obigen Siegeln. 

Um aitjubeuten, bafj bie Klemente abcd fo jur 4 ten klaffe 
311 combiniren feien, bajj ftd) a jweimal, b breimal, c unb d 

aber nidjt mieber^olen barf, fcfyreibt man C(a 2 b 3 cd) unb erhält: 
C(a s b 3 cd) = 

Kbenfo ift : 

3 l aab abb acc bbc bed edd 

O(abcd)* =■ e aac abc aed bbd bdd 

| aad abd add bcc ccd 

d) Kombinationen ju einer beftimmten Duerfumme. 

Kombinirt man gegebene Kiemente in ber SBcife, bajj bie 
©uinme ifjrer Beiger fictö eine beftimmte 3a£)l au3mad)t, fo fagt 


aabb abbb bbbe 
aabc abbe bbbd 
aabd abbd bbcd 
aaed abcd 



14 Srfl« äOfdfmitt. 

man, bic Klemmte feien ju einer befiimmten Ducrfuinme 
combinirt worben. 

@3 ftnb hierbei niedre galle ju unterfdjeiben. 

5Jian fann nämlich entweber alle möglichen Kombina* 
tionen, ober nur einzelne Staffen biefer unb jwar in beiben 
gällen ohne, mit, ober mit befchränfter Sieberfjolung biU 
ben. 3n alten Süllen werben jeboch gewöhnlich nur geordnete 
SSerbinbungen »erlangt, weshalb wir auch ftiHfchweigenb fietö 
fotdje »orauöfe^en. 

Soden alle möglichen Kombinationen ju einer beftimmten 
Duerfumine ohne Sieberholung gebilbet werben, fo fchteibe man 
juerfl ba« Kiemen t an, welche« ber gegebenen Summe entfpridjt, 
um bie crfieÄlaffe ju erhalten. 3ft biefelbc meljr-al« einjiffrfg. 
fo überfireic^t man baö betreffende Klement, um eö »on einer 
Kotnplerion $u uitterfcheiben. .Jpierauö, fo wie au« jeber weiteren 
iflaffe wirb nun bie nächftfolgenbe erhalten, wenn man jebe« 
ber »orgelegten (Elemente ber rtatürlicfjen Drbnung nach, jeder 
Komplerion ber junachfi »oranfteljenben Jflaffe »on f)ö^erer Drd * 
nung »oranfcfjreibt, baffelbe aber auch »om lebten Klement eben 
jener Komplerion fubtraljirt unb bie 3)ifferenj ftatt biefeö (Sie* 
mente« fefct. Süf)tt man auf biefe Seife fort ju operiren, bi« 
bie Klemmte aufl)ören in natürlicher Drbnung auf einander ju 
folgen, fo pat man fümmttiche Kombinationen gefunben, welche 
ber »erlangten Sebingung genügen. 

Um j. 23. 1, 2, 3, ... . jur Summe 12 ohne Sieberholung 
ju combintren, h«t man: 


2. Jtlaffe. 

3. Älaffe. 

4. Stlaffe. 

in 

129 

1236 

210 

138 

1245 

. 39 

147 


48 

156 


57 

237 



246 



345 



Um alle möglichen Kombinationen ju einer beftimmten - 
Summe mit Sieberholung ju befommen, »erfahre man ähnlich 
wie »ort)in, fepe aber jede« Ktement jeber Komplerion »or, 
welche »on feiner niebrigeren Drbnung ift. 
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@o erhält man 3 . ©. jur Summe 10 für bie 


1. fitaffe. 

2. filaffe. 

3. filaffe. 

4. filaffe. 

5. filaffe. 

10 

19 

118 

1117 

11116 


28 

127 

1126 

11125 


37 

136 

1135 

11134 


46 

145 

1144 

11224 


55 

226 

1225 

11233 



235 

1234 

12223 



244 

2224 

22222 



334 

2233 


Kbenfo ftnbet man für bie fecffffe filaffe jur Summe 18: 

1111113 

111339 

112338 

122247 

222237 

1111212 

111348 

112347 

122256 

222246 

1111311 

111357 

112356 

122337 

222255 

1111410 

111366 

112446 

122346 

222336 

111159 

111447 

112455 

122355 

222345 

111168 

111456 

113337 

122445 

222444 

111177 

111555 

113346 

123336 

223335 

1112211 

1122210 

113355 

123345 

223344 

1112310 

112239 

113445 

133444 

233334 

111249 

112248 

114444 

133335 

333333 

111258 

112257 

122229 

133344 


111267 

112266 

122238 

222228 



§. 9. Knsafff öcr (Kombinationen, 

a) Kombinationen offne 2B icbertjotung. 

1) $a jebeö Kleinen! bei ber Bilbung ber erften filaffe 
nur eine Komplerion julajit, fo erhält man für bie 2lngat>l ber 
Unionen 



2) 2>enfen mir unö nun jebeö Kleinent mit allen übrigen 
»erbunben, fo erhalten mir n(n — 1 ) Komplerionen. 3n biefeit 
enthalten aber je jmei ÜBerbinbungen biefelben Elemente, ^mobon 
bie eine ber betreffenben Kombinationöform entfpricfft, bie anbcre 
aber bie ffiermutation biefer gorm iff; j. 33. ab tmb ba, bc 
unb cb ic. 9Jian erhält barum nur bie Wülfte beö s -|3robufte6 
n(n — 1 ) Kombinationen jur jm eiten filaffe unb eS ifl fomit 
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A _ n(n— 1) _ n(n— 1)^ 

” = 1.2 2 ! 


C„ = 


ober nact) einet anberen 93ejeid)nungSn>eife: 

(?)■ 

3) SSerbinbct man jebc biefer - n ^ Gomplerionen mit 
ben noef) übrigen (n — 2) (Slementen , fo erhält man im ©anjen 
n(n l)(n ßomplerioiicit, in welchen je b re i biefelben (Sie* 


1.2 


4 

C„ 


mente in anberer Drbnung enthalten. Sic Slnjafjl ber (Sombi* 
nationen /bon n (Elementen jur britten taffe ifl fomit nur ber 
britte Sfyeil ber 2lnjaf)l jener Gomplerionen, bafjer 

A __ n(n — l)(n — 2) n(n — l)(n— 2) 

“ 1.2.3 — - 3! 

ober aitdj : - 

ß - “ (S> 

4) 3n analoger iBcifc finbet man 

n(n— l)(n— 2)(n— 3 ) _ r u \ 

1.2. 3. 4 \4j 

unb allgemein für bie 2lnjal)l ber (Kombinationen bon n (Sie* 
menten jur mten klaffe: 

C __ n(n— l)(n— 2) (n-^m— 1)) _ /n\ 

1. 2.3.4 m \my’ 

0 

3 u f ä & c. 

1) Sa 

n(n — 1) (n — 2) (n — (m— »-1)) n! 

1.2.3 m m! (n — m) ! 

fo fönnen mir ftatt ber obigen ©teidjung aucl) fdjreiben: 

Pn 


c , = 

2) Sa aber aud) 


p P 

m • n—rn 


C„ 


n ! 


n! 


(n — m)! [n — (n — m)]! (n — m)! m! 


= P 
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fo folgt: 


10 

<2o ift j. 58. C, 4 


tu 



n-m 



14.13.12.11 

i . 2 . 3 . r 


= 1001 . 


Slnmertungen. 1) Sie Micbtigfeit beS im jiceitcu 3ufaßc aus- 
gefprocbcnen SafccS ergibt fic£) au* unmittelbar aus bcr SVtracbntng 
tag jeher Gombinatioit cott n Elementen gur mtcn Slaffe eine Gombt= 
nation ber uo<b übrigen n— m Elemente $ut (n— m)ten S(affe entfpridü 
unb umgetcbrt 

2) gür m = 0 erhält man C n = O n = 1. 


58eifpiele. 

1) äBie oiel Kombinationen o^ne SBieberljolung jur 4ien flaffe 
ftnb mit ben (Slementen abcdef möglidj? 


C 9 = 


Suf löfung. 

6 . 5 . 4. 3 


15. 


1 .2.3.4 

»ntnerlung. 9iad) obigem Qufatjc ifl auch 


4 

Ce 


4-4 
= Co - 


1 

C«.= 


6 . 5 

172 


1,5, wie »orbin. 


2) Huf toie »iel arten taffen fi$ 20 Hummern ju je 5 jie^en? 



auflöfung. 

20. 19.1 8. 1 7 . 16 
1 . 2 . 3.4.5 


15504 arten. 


3) auf toie oiel arten taffen ftdj 16 fugein in 2 Raufen 
teilen, oon melden ber eine 6, ber anbere 10 fugein enthalt? 


auflöfung. 


6 



10 


C,o - 



16.15.14.13.12.11 
1 . 2 . 3 . 4 .5.6 


= 8008 arten. 


4) auf toie oiel arten taffen ftdj 20 fugein in 3 Raufen 
teilen, oon meieren ber eine 5, ber anbere 7 unb ber britte 8 fu= 
geln enthält? 


auflöfung. 

®enft man fidj juerft 2 Raufen oon 

5 

erhalt man arten, ber Raufen oon 

Spie, aOgcnufiic eiritfamclif. II. 2. *ufl. 


5 unb 15 fugein, fo 

15 fugetn fann aber 

2 
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ötjkr atbfcfjrtltt. 


toieber auf C 1B Slrtcn in jaei anbere Ben 7 unb 8 Sugein jerlegt 
tnerben. -3m ©anjen erhalt man fomit 

C 20 , C« = 99768240 Sitten, 
b) Gombinationen mit äßieb erfyoiung. 


6inb 


3 1» 3a/ a 8/ ft 4 • • * • a n • 1 • • (1) 

n Giemente unb fommtn noef) (m— 1) anbere Giemente 
bi, b 2 , b 8 , b 4 . . . b m _, . . . (2) 
fjinju, fo befielen bie Gombinationen fämmtltd;cr (n+m — 1) . 
Gicmente jur mten Jtiaffe oi)ne 2Biebert)oiung : 

1) aus ben Gombinationen bet n Giemente (1) jur mten Älaffe, 

2) auS ben ißetbinbungen einer jeben Gompicrion ber Gom* 
binationen bet (m — 1) Giemente (2) $ur erßeit Äiaffe, mit fämmt* 
liefen Gombinationen ber n Giemente (1) jur (m — l)ten Äiaffe, 

3) auS ben 93erbinbungen einer jeben Gomplexion ber Gornbi* 
nationen ber (m— 1) Giemente (2) gut jtoeiten Ätaffe mit jammb 
lictjen Gombinationen ber n Giemente (1) jur (m — 2)ten Äiaffe, 

4) aus ben SSerbinbungen. einer jeben Goinblerion ber Goinbi* 
nationen ber (m — 1) Giemente (2) $ur brüten Piaffe mit famint* 
liefen Gombinationen ber n Giemente (1) jur (m— 3)ten Äiaffe 
u. f. ». 

GS iß fomit bie GombinationSjafyl 

m ml m— 1 3 m— 9 8 m-3 

C n -f-m— 1 = C n “t“ C m — 1 C n + C m _( C n + C m — 1 C n + . . . 

m -3 8 m— 2 2 m— 1 1 

. . . -f- C m — 1 C n -f- C m — l C n + C m — 1 C n . 


(Sefct man in biefer ©ieiefjung ber 9ieif)e naeß 

m = 2, 3, 4 , 5 , ... . 

fo ergibt ficf): 

C n + 1 = C n + C n 

C n + 2 — C n -+■ C, C n + C n 

C n +3 = C» + Cg C n -)- Cg C n + C„ 

S 5 14 t S St 1 

C n + 4 = C n + C 4 C n -}- C 4 C n + C 4 C n -f- C n 
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ober rtad) §. 9: 

* i 

C n +i = C n -(- n 

C n + 2 = C n + 2C n -f- n 

Cn+3 = C„ 4" ^C n + 3C U + n 

C n ^-4 — C n -j- 4C n -(- 6C U -f- 4C n -f- n 



9?un beftcl)t aber bic jibeite Älaffe ber Kombinationen mit 
Sßieberljotung bet n Klemente (1): 

1) and bcn Kombinationen biefer n Klcmentc gut jmciten 
Älaffe ol)ne SBicberfyolung, tbie j. 33. 

a i ®*/ a i a S/ • • • a 2 ®3/ a 2 a 4/ • • • a n-l a n ! 


2) au« ben Kompterionen 

a i a i/ ®2 a 2/ 3 S ®8/ a 4 a 4 1 • • • a n a n- 

2>ie Slnja^l biefer lebten ifl aber offenbar übcrcinftfinmcnb 
mit ber $lngaf)l ber Kombinationen jener n Klemente gur erften 
Älaffe otyne SBieberfyolung unb c« ift baf)er 

C'n *= C« -j- n 
ober nacff ben @(eict)ungen (3): 

C' n = C n j f 

Kbenfo heftest bie britte Älaffe ber Kombinationen mit 
Sßieberfyolung ber n Klemente (1): 

1) au« bcn Kombinationen biefer n Klemente gur britten 
Älaffe ofyne SBieberfyolung, toie g. 33. 

**1 ®2 a 3f 8 1 S 2 a 4> . . . • Bg Bg a 4/ 3 2 ®3 a fi/ .... O n -3 a n-l 

* 

2) au« 2C„ KomVterioncn bon ber gorm « 2 /?, g. 33. 

a i a i a 2/ a i a i a 3/ * * * • 9 2 a 2/ a i a 8 • • • • a n-i a n-i a, n/ Bta-AAi 

3) au« n Komvlerionen bon ber gorm a !t , g. 33. 

a i a i a i> a 2 a 2 . . . . a„ a n a„. 

K« iff bemnacf) 

C'n = Cn “I - 2C„ -f- n 
ober naef) ben ®lei(fyungen (3) 

C ,: ‘ = C :! 

. '“n n+2* 

2 * 


Digilized by Google 



20 


(Srfter 8bf$mtt. 


2lnalog ergibt ficfi, baß bie »ierte ÄlajTe ber Kombinationen 
mit SGBiebcrljolung ber n (Sfcmcntc (1) befielt: 

1) auö ben Kombinationen biefer n Klemente gur vierten 
Älaffe ol)ite 3ßieberf)olung; g. 33. 

a i ®S a 3 a 4< a i *4 a 3 a 5/ • • • • a „-S a n-S a n-l a n ) 

3 

2) auö 3C„ Komplerionen »on ber gönn a 2 ßy, J* ©• 

a i *4 a 2 a 8/ • • • • a 2 a 2 3g/ • • • • 3 1 a 2 a 3 9 3/ -* * • • a n-2 a n-2 a n-i a n/ • • • 

# a n-2 a n-l fl n a n ) 

2 

3) auö (J„ Komplerionen von ber gönn <x*ß 2 , g. 33. 

3 1 a i a 2 **2# • • • • **2 a 2 ®8 a 3/ • • • ,a n— l a n 3h > 

4) auö 2C„ Komplerionen »on ber gönn a 3 ß, g. ©. 

3*1 8 1 a i a 2 / • • • • % a 2 3 2 a 2/ • • • • a n-i a n-l a n-i a n/ • • • • a n-i a n a n a n > 

5) auö n Komplerionen »on ber gönn a 4 , g. 33. 

a i a i % &i/ a $> a 2 a 2 a 2f • • • • 3n-l Ön-l ^-l/ 3n 3® 3n a n . 

9Ran fjat alfo: 

C, = C n + 3C„ + C„ + 2C„ + n 

= C„ -f- 3C„ 3C„ + n 

ober nact) ben @leicf)ungen (3) 

C' n = CJn-f-3* 

3)ie fünfte Älaffe ber Kombinationen mit 3ßieberl)olung 

»on n Klementen befielt: 

6 

1) auö C n Komplerionen »on ber gorm aßyde ; 

4 

2) auö 4C„ Komplerionen »on ber gorm a*ßyi ; 

3 

3) auö 3C„ Komplerionen »on ber gorm a s /? 2 y; 

3 

4) auö 3C„ Komplerionen »on ber gorm a 3 ßy, 

t 

5) auö 2C n Komplerionen »on ber gorm « S /S S ; 

1 

6) auö 20,, Komplerionen »on ber gorm a*ß) 

7) auö n Komplerionen »on ber gorm a r> . 

9Ran fyat fomit: 


$ie ßomt'iiiationstefirc. 


21 


ober nach ben ®leid)ungen (3) 

C ' 5 = C» 

n u-j-4 

u. f. »o. 

Schreiben wir bcr befferen Ucberftcht wegen bie gewonnenen 
SRefultate nochmals jitfammen, fo erhalten wir atfo bie Be* 
äiefjungen : 

C '» - C n+ , 



d+2 

0+3 

n+4 


woran« wir fchliefien, bafj allgemein fein wirb: 

m m 

p' p 

^ n — — 1/ 

b. h- bie Slnjahl ber (Kombinationen von n (Sie* 
menten mit ÜBieberholung jur mten Älaffe ift gleich 
ber Slnja^l ber (Kombinationen oon (n+m — 1) (Sie* 
menten ohne SBieberholung jur mten Älaffe. 

Stach §. 9. 4. ifl bemnad) 

?„ (n+m — 1) (n+m — 1— 1)... . [n + m — 1 — (m— 1)] 
" 1.2 . 3 .4 .... m 

ober, wenn man bie ^aftoren be« 3üf)fo0 in umgefelfrter Drb* 
nung anfchreibt, 

p/ n ( n- f- 1) (n + 2)_. [n + (m — 1)1, 

0 = 1 . 2 . 3 .... m 

ober aud) 


C' n 


(n + m — 1) ! 


(n — l)!m! 

O Slnmerfung*. 3« fc« allgemeinen ©iltigfeit biefe« 9te* 
fultate« werben wir auch burch folgenbe Betrachtung geführt. 

6« feien 

1, 2, 3, 4, .... n 

n gegebene Elemente, für welche bie Slnjahl ber (Kombinationen 
mit Sßieberholung jur mten tflaffe beflimmt werben foll. 
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tSrfter Slbfdmitt. 


2)enft nian ficf) alle bicfc Kombinationen gebiibet unb ifi j. 33. 

3>j Öj 8j 3-4 • • • • 3m 

irgenb eine foicfye, fo ifi junädjft fiar, bafj bie SSe^ieljungen 
flattfinbcn : 

flj <C a 2 a 3 ... <C &m-i ^in* 

33eränbert man nun jammtlicfye KombinationSformen oon 

m 

C'„ in bet SBeife, bafj man jum 

2, 3, 4, 5, — raten ©liebe 

ber fReifye na$ 

1, 2, 3, 4, .... (m — 1) 
abbirt, fo bafj alfo j. 33. obige Kombinationsform 
% a 3 .... a m ( 1 ) 

übergebt in 

»1 (a 2 + 1) ( a s + 2) (a 4 + 3) .... (a m 4-m — 1) .... (2), 
fo fyaben bie fo oeränberten Kombinationen nadjfteljenbe Kigett* 
fünften : 

1 ) ©ämmtlicfie Kombinationsformen finb ge* 
orbnet unb enthalten leine 2 B ieberf) o tungen. 

2 ) enn ba 

% <C U* ^ Us •• • • &ra-l 

unb 0 <1 <2 < — < (m — 1 ), 

fo ift ttad) üf)[. I, §. 20. 1 u. 3: 

a, < (a 2 + 1 ) < (a 3 + 2 ) < .... < (a m _, + ra— 1 ). 

2 ) deines ber Klemente fann bie 3aljl (n+m — 1 ) 
überfdfreitcn.«* 

2>cnn ifi 3 . 93. (a x +x— 1 ) irgenb ein Kiemcnt bet gönn ( 2 ), 
fo lfat man 

a x < n 
x < m 

ober (x — 1 ) < (m — 1 ), 

folglich: (a x + x — 1 ) < (n + m — 1 .) 

35ic bettcffenbe umgemanbeltc Kombination ifi bemnad) 
eine Kombinationsform ber 3rtfyicn 

1, 2, 3, .... n, n -f- 1, .... (n -f- m — 1) 
jur mten Älaffe o,f)ne Sßieberfyolung. 
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3) @ämmtti(f>c Kombinationsformen fiitb von 
einanber »erfcfyieben. 

Denn wären j. 39. bie jwei Kombinationen 

a x ( a s + 1) ( a s + 2) .... (a m + m — ■ 1) 
b t (b 3 1) (b, H- 2) .... (b. + m-l) 

ibentifet), fo müßte 

a i = b, 

»2 —f— 1 = b 2 + 1 
% + 2 = b s -f- 2, 


a m + m — 1 =?= b ra + m — 1, 

alfo aud) 

a x == b x 
®s = b 3 

°s = bj 


a m — b,„ 

fein. Dann wären aber aud? bie jwei Kombinationen 

% a 2 a 3 a 4 • • • • a m 

unb b t b 3 b 3 b 4 — b m 

ibentifdj, waS ber 2lnnaf)me wiberfpredjen würbe. 

4) 3ebe Kombination bet Klemente 
1, 2, 3, 4, .... (n -f- m — 1) 

jur raten Älaffe oljne 393 ieberfyolung gebt au« einer 
Kombination ber n Klemente 
1, 2, 3, 4 n 

jur mten Älaffe mit SBieberljolunfl fjeroor. 

Denn ift 

«j ft* a s . . . . a m 

m 

eine Kombination oon C n+ m-i, fo muß, ba 

ofj ^ ^ ^3 ^ .... ^ 

aud? «x < n 

fein. Denn wäre 
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(Svficr Äbfrfimtt. 


■w 


«1 > n, 

fo »würbe baraud folgen: 

«* > n + 1 
« 3 > n + 2 

«, > n + x — 1 


«m > n + Ul 1 , 

waö mit ber 3$orau$fehung, baft a m ein ©lieb ber iReiije 
1, 2, 3, . . n> . . n + m — 1 »ft, int Siberfpruche fiünbc. 
9lud ber Ungleichung 

«x < n 

fließen aber unmittelbar bie Sejiehungen: 

«2 < n + 1 
“s < n + 2 


alfo allgemein 


«x < ° + * — 1, 


ober « x — (x — 1) < n. 

2>a aber 


«* > x, 


fo ifi a* — (x — 1) fletö poftti» unb fomit 

«i («s — !) ( a s — 2 ) • • • («x — (x — 1)) • • • («m — '( m — 1)) 

eine Sombination ber 3<>l)len 

1, 2, 3, 4, .... n 

jur mten Älajfe. 2>iefelbe fanit aber, ba bie ©leichung 
«x — (x — 1) = « y — (y — 1) 
ober a x = a r + x — y 

möglich iß, eine (Soinbinatiouaform mit Sieberholung fein. 21uö 
ihr geht aber, auf bie im (Eingänge angeführte Seife, bie (Som* 
bination 


htrcor. 


a, .... a, 
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3)a atfo burd) bic angegebene 93cränbcrung bcr urfprüng* 
lid)en Kombinationen auö jeber Kombination bet n Klemente 
1, 2, 3, 4, .... n 

jurmten Klaffe mit SBieberfyotung eine Kombination ber 3at)(en 
1, 2, 3, n H- m — 1 

jut mten Klaffe ofyite 2Bieberl)otung erhalten mirb, unb um* 
gefegt jebe Kombination ber 3<Jf)i«n 

1, 2, 3, ..." n + m — 1 

<ut mten Ktaffe ofyne SBicberfyolung auö einer unb nur einer 
beftimmten Kombinationsform ber 3<*f)len 
1, 2, 3, 4, .... n 

jur mten Klaffe mit SBiebertjotung t)err>orgef)t, fo muffen bie 
Kombination8jaf)(en beiber einanber gleicf) fein. 
fDian erljäft bemnad) wie oben: 

m ra 

C'„ = Cn + m-J 

n (n+l) (n+2) .... [n-f-(m — 1)] 

1.2.3 .... m 


Setfpiele. 

1) SEBie toiel ßombinationgformen jur oierten Klaffe mit 2Bieber= 
Ijotung taffen bie Stemente abedef ju? 


Sluftöfung. 


4 

C', 


6 ' 7 - 8 :i— 1 S 6 , 


1 . 2 . 3. 4 

i ‘ A 9 . 8 . 7 . 6 

ober. Cg = Cg+t—i — Cg == - — - — — — 

2) SJ?an fott C' 8 unb C‘-, befiimmen. 


126. 


C' 8 = 


Stuf töfung. 
8.9.10.11.12 


1 . 2 . 3 . 4. 5 

qi __ 7.8.9 _ 

Cl = 17273 Ä 84 ' 
6 6 6 
ober: C' 8 = C 8 +6_i = C 12 


C ' 7 = C 7 +. 3-1 


c 9 


792, 


12.11.10.9.8 

1 . 2 . 3 . 4. 5 ~ 792 ' 

9 .8.7 


1 . 2.3 


84 . 
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(Srftcr Ä(>fcf)iütt. 


c) 21 n g a t) t ber Kombinationen mit befc^ränftcr 
äBieberffolung. 

Dbgleitfy fiel) fein aUgcmeiner Sludbrucf für bie Slnjafyt bet 
Kombinationen mit befdjräntter SBicberljolung ju einer be* 
jiimmten Äiaffc angeben läjjt, fo ftnb mir boef) im ©tanbe, 
einen fotzen für bie Slnjafjl aller Kombinationdfonnen in 
allen ocrfd)iebcnen Älaffen ju entwicfeln. 

Gd feien ju biefem Gnbe 

a«, hß , er , d<5, .... n* 

bie $u combinirenben Klemmte, wo alfo a, ß, y, d, .... v an* 
beuten, wie oieltnal bie betreffenben Kleinente in ben oerfdjiebenen 
Komplerioncn auftreten bürfen. 

Renten wir und nun bie fReiljen 

1 + a + a 2 + a 3 +....+ a« 


1 + b + b 2 + b? + ... 

1 + c -f c 2 + c 3 ... 


+ bß 
+ cy 


1 + n -f - n s + n 3 + •••• + n v 
mit cinanber nmltiplicirt, fo erhalten wir in ben ©liebem bed 
^robufted, wenn wir twn bemjenigen ©liebe, weldjed burd) 
ÜDiultiplication bcr erften ©lieber ber 9teif>cn fjerüorgegangen ifi, 
abfel)cn, fämmtlid)e Kombinationdfonnen, welche aud obigen 
Glemcnten ju allen »crfcfjiebencn Äiaffen gebilbet werben fönnen. 
©e&en wir bafjer 

fo gel)t febed ©lieb biefed 5 45robufted in 1 über unb bie ©ummc 
aller ^Irobuftengliebcr ifi aldbann um 1 gröfjer ald bie Slttjalfl 
ber ©lieber. 3)iefe ift fomit 

= («+i) (/?+i) (r+i) .... -l. 

3uffifce. 

1) SBirb 

fo gcl>t bie Slnjafjl ber Kombinationen über in 
(« + !)- — 1. 
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2) gür 

credit man für bie 2lngal)l : 

(1 + 1 )»_ 1 = 2 ” — 1 . 

Stnmertuug. giir bie ter Gombinationen ju einer be= 

ftimmten Ouerfumme laffen fldj leine allgemeinen gormeln ouffletten. 

§. 10. StitfgoDctt $ur Hebung. 

1) Silbet bie Kombinationen offne Sßieberljolung : 

a) von abedefg gut vierten fflaffe; 

b) »on 1234567 gut fünften fflaffe; 

c) »on 123456789 gut ftebenten ff (affe. 

2) (Die Kombinationen tn i t Sßieberljolung gu bilben : 

a) »on abedf gur britten ff (affe; 

b) »on abc gut fünften ff (affe; 

c) »on 1234 gur »ierten ff (affe. 

3) ÜJJan fo(I mit befdfranfter Sßieberljolung combintren: 

a) C(a 2 b 8 c*d) ; b) 6(1234)* 

4) 2)ie aufeinanber folgenben 3<iljlen unferer 3«l)lenrci^e 

a) gut «Summe 9 gut »ierten fflaffe, 

b) * * 12 * fünften * 

c) * s 14 » britten * 

gu combiniren. 

5) Sßeldjc fünfgiffrige 3«ljlen laffen ftef) mit ben 3iffcm 1/ 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8 unb 9 bilben, toenn jebc biefer 3iffent nur einmal 
in ber 3 n l)l »orfomtnen unb feine 3iffer »on fleinerem SÖertlje 
nadj einer folgen »on größerem Sßertlje flehen barf? 

6) Sßie grob ift bie Slitgaljl biefer Kombinationen o I) n c 
Sßieberfjolung »on 10 Klemmten a) gur gtveiten, b) gur britten, 
c) gur »ierten, d) gut fünften, e) gur fcdjften fflaffe? 

7) Sßie »iel Kombinationen mit Sßieberljolung laffen bie 
Klemente abedefgh a) gur britten, b) gut fünften, c) gut ftebenten 
fflaffe gu? 

8) 23eredjnet bie Slngaljl ber Unionen, 33inionen (Slinben), 
Semen, Duaternen unb Duinten, tucldje in 90 Turnern ent* 
galten ftnb. 

9) Sßie »iel Spiele fann eine »on 4 IfJerfonen bei einem 
s 4$iquetfpiele »on 32 S3lattcrn tnbglidjerroeife erhalten, i»emt jebe 
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Srfter äbfdmitt 



4 4?erfoit 4 Äarten befommt unb wie viel verriebene Spiele laffen 
fttf) unter bic vier fflerfonen au8tl)eilen? 

10) Sluf wie viel Slrten fönnen von 50 in einer Urne be* 
ftnblicfyen üRumern 4 gejogen werben? 

11) 2Bie viel mal (affen ffd) 40 mit verfdjiebenen 3 e >d) f n 
verfet>enc Äugeln in jwei Raufen abtljeilen, von welken ber 
eine 15, ber anbere 25 Äugeln enthält? 

12) 30 ber Steife nach numerirte Äugeln ffnb in 3 Raufen 
von 10, 12 unb 8 Stiuf abgutfjeilen. Sluf wie viel Sitten fann 
biefcö gefcf)ef)tn? 

13) Unter n mit verfeffiebenen 9?umern verfehenen Äugeln 
beftnben fiel) n' von befonberer gatbe; wenn man nun fämmt* 
liehe n Äugeln ju je m combinirt, fo erhält man wie viel 93er* 
binbungen, in welchen ftch m' ber befonberö burch ihre Satbe 
ausgezeichneten Äugeln befinben? 

14) 93on jwei Spielern, welche mit einer Ißiquetfarte von 
32 93lättern fpielcn, erhält jeber 4 Äarten; wie viel Spiele 
fann einer bcrfelben a) mit 2 Koeurö; b) mit 4 Koeurö; c) ohne 
KoeurS befommen? 

15) 2ßie viel verfeffiebene SBilrfc ftnb mit 2 Söürfetn 
möglich? 

16) 9Jlit brei S33ürfcln fönnen wie viel verriebene 
933ürfe gemacht werben? 

C. Das tfartiren. 

§. 11. Krfläntngctt. 

1) 9Berben bie Kombinationen gegebener Klemente nochmal« 
permutirt, fo erhält man bie 93ariationen ber betreffenben 
Ä l a f f e eben biefer Klemente. 3ebe ber erhaltenen Komplerionen 
ffeijjt eine 93ariation«fonn ober furgfjin eine 93ariation. 

2) 2)?an unterfebeibet, ähnlich wie bei ben Kombinationen, 
93ariationen ohne unb mit 9Bieberf)o(ung. 

3) 2)ie Slufgabe, bajj n Klemente a, b, c, .... jur mten 
Älaffe variirt werben fotlen, beutet man an burcf) 

V(abc...), ober V'(abc...) 


Digitized by Goojfe 



2>ie Eombroationälcljrc. 


29 


je nacfybem bcgügttcf) bt'e Gomblerionen ofyne, ober mit SBieber* 
Polung gebilbet werben füllen. 5)ie Variation« gal)l felbfl 
wirb alöbann begüglicl) begegnet burcfy 
. V n ober V' n . 


§. 12. Gilbung bcv Variationen, 

a) Variationen ol)ne SBieberljoIung. 

1) Um bie erfie Pfaffe gu bilben, fcf)reibe man bie gege* 
benen (Stemente ber natürlichen Drbnung nach an. 

2) 35ie gweite Klaffe wirb erhalten, wenn man jebeö (Sie* 
ment mit allen übrigen oerbinbet. 

@o ift g. 58. 

, j ab ba ca da 

V(abcd) == J ac bc cb db 
\ ad bd cd de. 

3) Sefct man jebcS (Slement allen (Somplerionen ber ^weiten 
Klaffe, welche biefe« (Slement nicht enthalten, «oran, fo erhalt 
man bie Variationen ber britten klaffe. 3- 33. 


V(abcd) = 


abc bac cab dab 
abd bad cad dac 
acb bca eba dba 
aed bed ebd dbc 
adb bda eda dca 
ade bdc cdb dcb. 


4) Slnalog werben bie Variationen ber übrigen Klaffen ge* 
bilbet. 


b) Variationen mit SBieberh olung. 


1) 2>ie (Slemcnte in ihrer natürlichen Slufeinanberfolge liefern 
bie er fl e Klaffe. 


2) Verbinbet man jebeß ber »orgelegtcn (Slemente mit jebem 
berfelben, fo gelangt man gur gweiten Klaffe. 3. S3. 


V'(abcd) 


aa ba ca da 
ab bb cb db 
ac bc cc de 
ad bd cd dd. 
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®rfter 3l6fcf)nitt. 



3) Sefct man jcber Gomplerion ber groeiten fflajfc jcbeö bet 
gegebenen ©einente cor, fo erhält man bie Variationen ber 
brüten fflaffe. 


@o ift g. V. 


V'(abcd) = 


aaa 

baa 

caa 

daa 

aab 

bbb 

cab 

dab 

aac 

bac 

cac 

dac 

aad 

bad 

cad 

dad 

aba 

bba 

eba 

dba 

abb 

bbb 

ebb 

dbb 

abc 

bbc 

ebe 

dbc 

abd 

bbd 

ebd 

dbd 

aca 

bca 

cca 

dca 

acb 

beb 

ccb 

deb 

acc 

bcc 

ccc 

dcc 

aed 

bed 

ccd 

ded 

ada 

bda 

eda 

dda 

adb 

bdb 

cdb 

ddb 

ade 

bdc 

edc 

ddc 

add 

bdd 

edd 

ddd 


4) Slefynlid) werben bie übrigen fflaffen gebiibet. 


c) 33 a r i a t i o n e n g u einer b c ft i in m t e n D u e r f u m m e. 

1) Um bie Variationen gu einer beftimmten Guerfumme 
gu bilben, conibinire man bie »orgelegten ©erneute gu biefer 
Summe, permutirc hierauf iebe ber erhaltenen GTomblerionen 
unb ortne folchc in ber 2ßeifc, ta|j bie burch jtc auögebrücften 
3a i)len in auffteigenber Drbnung nach cinanbcr folgen. 

©o finbet man g. V. für bie Glcmcnte 1, 2, 3, bie 

(Sombinationcn ohne 2ßiebert>olung ber britten Älaffe gur jDuer* 
fummc 9: 

126, 135, 234, 

unb hieraus burch *J3ermutation unb Drbnen nach bern befabifchen 
Sßerthc ber 6omplerionen bie entfyredjenben Variationen : 


126 

243 

423 

135 

261 

432 

153 

315 

513 

162 

324 

531 

216 

342 

612 

234 

351 

621. 
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(Sbenfo £>at man g. V. für bie (Sombinationen mit Sßiebcr* 
ffoluttg gur brüten Stoffe gur Duerfumme 6: 

114, 123, 222 
alfo für bie entfprecfjcnben Variationen : 

* 114 132 213 231 321 

123 141 222 312 411. 

§. 13. SlttjnJjf Der Variationen, 
a) Variationen oljite SBiebertjotung. 

1) ©inb n (Elemente jur mten Stoffe offne 2Bieberf)otung 
gu bariiren, fo I)at man nach Obigem jebe ber (Sompterionen 
ber (Sombinationen oon n Elementen gur mten Sfajfe nochmals 
gu pertnutiren. Sö wirb baffer bie 2lngaf)t ber Variationöformen 
für n (Stemmte gur m ten taffe 

m m 

V» = C n . P„ 

= n (n 1) (n — 2) .... [n — (m — 1)J m , 
m ! 

= n (n — 1) (n — 2) [n — (m — 1)]. 

Slnmerfung. Qu bemfetben fSefuttate getaugt man auch burdi 
{otgenbe Vetraditiing: 

Sie erfte 5CariationSUaffe wirb bitrdt bie n gegebenen (Stemente ge= 
bitbet. ©ept man mm jebes berfetbcit beit nodj tu— 1) übrigen (Stcmcntcn 
oor, fo ertjätt man bie Variationen äurjroeitcn Waffe. (£3 ift baber beten tÄnjatit 

V„ = n (n — 1). 

©efct man nun »ieber jebe btefer Sompteyionen jebem ber nod j übrigen 
(n — 2) (Elemente cor, fo befommt man bie Variationen jur britten 
Stoffe. gilt bie änjabt berfetbcit folgt fomit 

V n = n (n — 1) n— 2). 

StHgemein wirb bemnadj fein: 

V„ = n (n — 1) (n-2) .... [n — (m — 1) ]. 
Veifpiete. 

1) Stuf wie niel Wirten laffcit ftdj bie ßfementc abedefg gut 
fünften Stoffe offne Sieberffotung oariiren? 

Sluftöfung. 

V, = 7 .6.5 . 4. 3 = 2520 Sitten. 

2) Sie eiet Variationen offne Sieberffotung gur britten 
Stoffe taffen bie Stemente mnpqrstu gu? 
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©rfter Stbfcfnutt. 


Sluflßfung. 

8 

V B == 8.7.6 = 336 Variationen. 

b) Variationen mit SBieberljolung. 

n (Slemente jur erjten fflaffe geben n ßomplerionen. VJirb 
nun jebeS biefer (Slemente mit allen oerbunben, fo erfjäft man 
n . n = n 2 Variationsformen für bie jmeite Älaffe, ober 



2)a nun, jur Vilbuttg ber brüten Stoffe, jebe domplerion ber 
jnxiten Älajfe rnieber mit allen (Slementen oerbunbett wirb, fo 
erl)ült man für bie Slnjatjl ber Variationsformen »on n (Slementen 

V'„ = n*. 

allgemein ift fotnit bie anja^l ber Variationsformen »on 
n (Slementen mit 2Bieberl)olung jur in ten Stoffe 

V' n = n m . 

Veifpiele. 

1) Vian fott V', unb Y'„ beregnen! 

Sluflöfung. 

V' 7 == 7* = 2401. 

V'« = 4 5 = 102 4. 

2) Sluf toie Diel SIrten laffen fidj bie Vu^ftaben abcde jur 
britten fflaffe mit äöieberljolung »ariiren? 

Sluflöfung. 

Y' s = 5 8 = 125 Slrten. 

3) 2Bie Diel Sürfe finb mit 3 Sürfeln möglich? 

Sluftöfung. 

V„ = 6 8 = 216 äßürfe. 

c) a n j a l) l ber Variationen ju einer bestimmten 
Duerfumm e. 

Um bie angatjl aller Variationen ju einer beftimmten Duer* 
fumme ju finbcn, bilbe man bie (Sombinationen mit SBieberljolung 
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ju biefer Duerfumme unb nbbirc hierauf bic iflermutationöjahlcn 
fämmtltctjcr erhaltenen GombinationSformcn. 


23eifpiel. ' 

2Bic cid Sßövfe finb mit bvei SBürfeln müglid), fo bajj bie 
Summe ber Slugen 14 beträgt? 

31 u flöfun g. 

®ie Kombinationen mit tüBieberholung ber Glementc l , 2 , 3, 
4, 5, 6 jur britten Klaffe unb jur Querfumme 14 finb: 

266, 356, 446, 455 
unb bie entfpredjenben ißermutationSjahlen 
, ( 3, 6, 3, 3, 

fotglid; ift bie Slnjalit ber möglichen Söürfe 

= 3 + 6 + 3 + 3=15. 


§. 14. Slufgaöctt jur Uc&uttg. > 

1) SBübct bic Variationen ohne SBicberholung von 1, 2, 3, 4 
a) jur jweiten, b) jur britten Klaffe. 

2) SOian foü bie Glentetrte abedf jur eierten Klaffe ohne 
.2ßieberl)olung oariiren. 

3) Variirt bic ©lemente 1, 2, 3, 4 mit SBicberholung 
a) jur jweiten b) jur britten Klaffe! 

4) 2Bie eiel cierjiffrigc laffen ftch angeben, in 

welchen cinjelnc ber 3*ffent 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 nur 
einmal corfomincn? 

5) Sluf wie cid Slrtcn laffen jtch bie '©lemente abedefg 
jur eierten Klaffe mit SBiebcrholung eariiren? 

6) SQSic eicl 2üürfc finb a) mit 2, b) mit 3, c) mit 4, 
d) mit 5, e) mit 6 ffiittfeln möglich? 

7) Sßic eicl ^artialprobuftc liefert (a + b + c+d + e) 3 ? 

8) 21uf wie eicl Slrtcn laffen ftch 6 fduvarjc 7 4 weiße 
unb brei gelbe Kugeln fo ju Raufen eon je 3 Kugeln gruppiren, 
baß eon biefett febc eon einer anberen garbe ift? 

9) 2ßie eiel ^heiler h«t eine 3?hl» welche burd) bie SRul» 
tiplication ber n einfachen gaftoren a, b, c, .... htnwrgcgangen 
ifi, wenn bie Einheit, fornie bie 3«t>l felbfl ju ben Shfilent ge» 
rechnet werben? 

$VU» afl^einciTie 9tritbmetif II. 2. Wufl. 3 
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Srjler Äbfcßnitt. 


10) 2Bie viel Reifer b<it bie 3«bl 2310, wenn bic Ginbeit 
unb bie 3<»I)l 2310 felbfi ju ben Steilem gerechnet werben? 

11) 2Bie grofj ifi bic 2lnjaf)I ber 2ü)eiler einer 3«!)!/ welche 
burefy bie Safloren a«, b/®, er, d<s, e, f unb g gebilbet wirb,, 
wo bie ©tunbjablen ber Sßotenjen *ßrimgablen ftnb, wenn bie 
Ginbeit, fowi« bie 3<»bi ftl&ß 3« ben Xbeilern gewählt werben? 

12) 2Bie viel ^heiler enthält bie 3«b* 415800 mit Gin* 
febiub ber Ginbeit unb ber 3<ibf fctbfl? 
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IjJttjetter Slbfcftnitt. 

$er binomifcfye 6a$. 


a) .für ganje poftiioe (Erpnenten. 

§. 15. Gnttoitfelung Dcx* ©immtialrcUjc. 

Krftc Verleitung. 

1) SDiultiplicirt man ber Steife nad) 2, 3, 4, 5, .... n 
ber ©inomien 

(a + x), (b + x), (c+x), (d+x), .... 
tt>etd)e ein ©lieb x gcmcinfdjaftlid) Ijaben, mit einanber ttnb 
orbnct bie Ißrobufte nacfy fteigcnben Ißotenjen jene® ©liebes x, 
fo erhält man: 

(a + x) (b + x) = ab 4- (a 4~ b) x 4- x 2 . 

(a + j) (b + x) (c -j- x) = abc + (ab 4- ac 4- bc) x 

+ (a + b + c) x 2 + x 3 . 

(a + x) (b 4- x ) (c 4- x) (d + x) = abcd 4- 
(abc 4" abd 4- »cd 4* bcd) x 4- (ab 4-ac4-ad4- 
bc 4- bd + cd)x 2 4 - (a 4- b 4- c 4- d)x 3 4- x 4 . 

(a 4 x) (b 4- x) (c 4- x) (d 4- x) (e + x) = abcde 4- 

(abcd 4* abce 4~ abde 4* acde 4- bcde)x 4- 
(abc 4- abd 4~ abe 4- acd 4* ace 4* ade 4- bcd 4- 
bce 4* bde 4- cde)x 2 4- (ab 4 ac 4- ad 4 ae 4- bc 
+ bd 4“ be 4- cd 4- ce 4- de)x 3 4- 
(a 4- b + c 4- d + e)x 4 + x ! 

u. f. n>. 

2lu3 bein ©ilbungögefefee biefer Ißrobufte erfteljt man fofort, 
ba(t, roenn allgemein bie Summe aller burd) bie einzelnen ßom» 
plerionen ber Kombination ofyne SQSieberljolung ber n Klemente 

3* 


Digilized by Google 



36 


^weiter Äbfdjnitt. 


a, b, c, .... r jur m ten tfiaffe auögebrütftcn ^j^robufte furg» 

m i 

l)in burd) J^Cfabcd . . . . r) be^cicfynet »irb, man aud) fd>rciben famt : 
(a + x) (b + x) = ^’C(ab) + -S’C(ab) x + x 2 . 

(a -f- x) (b + x) (c + x) = ^fC(abc) + ^XJ(abc)x -f- 

JSCfabc) x 2 -f- x 3 . 


(a + x) (b + x) (c x) (d -f- x) == .ZC(abcd) + 
JSXJfabcd) x -f- ^’C(abcd)x 2 -f- ^S’C(abcd)x 3 + x 4 
(a + x) (b + x) (c + x) (d + x) (e -f- x) = -S'C(abcde) + 
-ZXJ(abcde) x -f- i2C(abcde)x 2 -f- ^C(abcde)x 3 + 
JÜ’C(abede) x 4 -f- x fi 


u. f. n>. 


9tef)men mir nun an, ba6 in norfiefyeitben ®(eid)ungen 
Har auögefprocbene ®efe& in ^Betreff ber ©Übung ber 5ßrobufte 
gelte für n Sinomialfaftoren, e$ fei alfo 

A * l An 

(a + x) (b + x ) (c + x) .... (r + x)=^C(abc...r)-(- 

.i 1 C(abc...r)x + Ji'C(abc...i , )x 2 + .... + '•••(!) 

. JlXJ(abc...r)x n ~ 2 + ^C(abc...r)x n ~' -f- x n 
unb man multiplicirt biefe @letd;ung nod; mit einem »eiteren 
©inomialfaftor (s -+- x), fo geljt biefeibe über in: 

1 2 3 n n+1 

(a+x) (b + x) (c -+- x) .... (r + x) (a -f- x) = 

s^'C(abc...r) + f^C(abc...r) -{- aJi'C(abc...r)|x + 

[J^C(abc...r) + si’C(abc...r)]x 2 + .... 

+ [~C(nbc...r) -f- BJ£C(abc...r)]x" -2 

+ f-2‘C(abc...r) -f- 8J^C(abc...r)]x n ~' 

+ f.i’C(abc...r) 8 I x n + x 1 ^ 1 
»9Jun ifi aber 

s.£’C(abc...r) = -S , £(abc...rs) 

■2XJ(abc...r) + s^’C(abc...r) == ^C(abc...rs) 
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J£TJ(abc ...r)' 4- sü’C(abc,..r) = Jt’C(abc...rs) 


m ru — 1 m 

-2’C(abc...r) + s^’C(abc...r) = ^’C(abc...rs) 


^C(abc...r) + s-SCfabc.-.r) = ^’C(abc...rs) 

^C(abc...r) + s v(J(abc...r) = JSt:(abc...rs) 

1 / 

J5'C(abc...r) + s==a + b + c-[- + r + s 

= J5’C(abc...rs). 

Surren wir biefe SBertfye in bie ©leidjung (2) ein, fo folgt: 
(a + x) (b + x) (c + x) . . . . (r + x) (a + x) = 

n-f-1 n n-— 1 

^’C(abc ...rs) + .5’C(abc...ra)x + ^C(abc...r8)x 2 

m 2 

+ ... 4- ^’C(abc...r8)x n - m + 1 ^C(abc...rs)x n_1 

i 

4- Ji'C(abc...r8)x n -f- x'^ 1 
3)urd) SScrglcicfjung ber beiben ©Teiefjungen (1) unb (3) 
gelangen wir ju bein Sdjluffe, baf? wenn ba« burdj bie ©leb 
cfjung (1) auSgefprodjene SilbungSgefefc für ba$ 4 4?robuft oon 
n gaftoren richtig ift, eö and; für (n -j- 1) folcfyer giltig fein 
muft. 9?un fjat aber, jufolgc ber im Singange audgefüfyrten 
Seifpiele, biefed ©efejj für n = 1, 2, 3, 4 unb 5 ©iltigfeit, 
alfo aud) nad) bem eben 33ewiefenen für n = 5 + 1 = 6, 
fomit wieber für n = 6 4- 1 == 7 u. f. f. , alfo für jebc be* 
liebige 2lnjal)l oon Sinomialfaftoren. 

Sefcen wir in ber ©leidjnng (1) bie nidjt gemeiufdjaftlidjen 

©lieber a, b, c, r ber n Sinoinialfaftorcn fämmtlid) gleicf) 

ber ©inljeit, alfo 

fo gefyt bie linfe Seite bcrfclben über in: 

1-2 3 n 

(1 + x) (1 + x) (1 + x ) .... (1 + x) = (1 + x )° , 



Digitized by Google 



I 


38 


3»eiter Äbfd)iiitt. 


bad 6t)tubol JÜ'C(abc...r) in bic (Sombinationöjat)l 



unb man erhält: 

-2C(abc...r) = C„ = (“)=! 

n— 1 n— 1 I n \ 

^’C(abc...r) = C u = („„j) 

^’C(abc...r) = Cu = ( n _ 2 ) 

J5C(abc...r) = C„ = (“) 

^C(abc...r) = C» = (J). 

Sllfo tt)itb 

+ +$,+$)* +(;)»• + ...1 

+ ü I " + - + ("-») I ‘"’ + (n-l) 1 -' + I 

Diefe ©leidjung, n>ctcf>c baS ©efeg auabnuft, wie man ein 
23inom bon ber gönn (1 -f x) ju jeber beliebigen ganjen 
pofttiben 3^1 potenjirt, geifjt ber binoinifdje Sag, bie bi* 
nomifelje Formel, ober auef) nad) igrem erften SBegrünber 
9femton, ber 9Zen>ton’fct)e ?eljrfag. Die jur rechten Seite * 
be8 ©Ieid)l)eit8$eidjen8 fic^enbc ©ntroitfelung ber nten ^?otcnj 
bed Sinomö wirb bie SSinomialreifye genannt unb bie ©oefft* 
cienten igrer einzelnen ©lieber, wie 



Reifen bereit ©inomialcoefficienten. 

Um btm binomifdjen Sage eine allgemeinere gorm ju geben, 
fegen wir in ®leid)ung (4) 

b 

x = - 
a 

unb erhalten aldbann: v 
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b\ B 

1+^=1 + 


+ 


b\ m 


4- 


+...+ 


n- — 2 


ober tt>cnn man hierin 




fc^t unb hierauf beiberfcitS mit a" multiplicirt: 
(a+b)-— •■+(j)»“b+(5)*" b ’+ (5J*“ b»+ ... 

+ (S)*"" b ‘+“+(n-l) , ‘ b -'+ b- 


2Birb baS g»eite ©lieb beS 93inomS negati» genommen, fo 
»erben in ben ©leictyungeit (4) unb (5) alle gerabftetiigen ©lieber 
ber rc<f)tcn ©eite negat» unb eS gelten biefelbcn über in: 


± (ml^T Tn-l) 1 - ± *' 

Ultb 

(a— b)”=a n -*-( ° ja^'b+j^ ja^b 2 — ^) an_3 b 3 -{- . . . 

± (")a-”b"T T ( n -l) ab “ _1 ± b ” 


| - ( 6 ) 
| •••• (?) 


2>urd) ben bloßen Slnblicf ber 33inomialreit)en (5) unb (7) 
erfennt man fogleid), bafj felbji für bie allgemeinere gorm bie 
(Srponenten ber beiben Ißotengfaftoren eines beliebigen ©liebes 
ber 9ieil)e ftets lefd)t angegeben »erben fönnen, inbem ber ©r< 
ponent bcS g»eiten ©liebes b beS SinomS immer gleid) bem 
um bie (Sinffeit oerminberten ©tellcngeiger beS in grage fiefyenben 
©liebes iji unb ber ©rponent bcS erflen SBinomialgliebeS a bie 
(frgüngung bcS ©rponenten »on b gum Sinortiialerponenten n 
bilbet; ferner, bafj ber betreffenbe SBinomialcoefficicnt immer mit 
ber SombinationSgaljl »on fo »ielen (Elementen als ber 93ino* 
mialerponcnt (Sinjjeiten l)at, ol)ne SBieberljolung gu ber burd) 
ben Soefftcienten beS gmeiten SinomialgliebeS »orgegeid)neten Jflaffe 
übereinfiimmt. 
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^weiter Stbfdjnitt. 


Viernacb ift g. 33. baä ad)te ©lieb bfr ©ntwitfelung von 
(a -f b)" = C„ a n-7 b 7 = ^ja“ -7 b 7 , 

ba$ gwölfte ©lieb = C„ a»-“b“ = (" Ja "-»^ 1 u. f. W. 

Smeite Verleitung. 

3)a ber binomifcfjc Sag für viele ber tiadjfolgenben ©nt» 
wicfelungen von ber größten SBicfytigfeit ifi, fo bürftc c$ liiert 
ungeeignet crfcfycincn, wenn wir nacfyftefjenb nod) eine zweite 
fürgere Vftlfibtng beffclben atifüfjrcn. 

Silbet inan bie ©lieber ber ©ntmirfclung bed ^Jrobufteö 
(a + b) (a + b) 

ober ber Ißoteng 

(a + b ) 2 

baburefy, bafi man febcö ©lieb bcö 9J?ultiplicatorö vor icbcd ©lieb 
bed Viultiplicanben f(f)reibt, alfo 

(a -f- b ) 2 = aa + ab -J- ba + bb 
fegt, fo erhält man al$ Siefultat fämmtlicfje Gomplerionen ber 
Variationen ber gwei ©lemente a unb b gut gmeiten Älaffe mit 
äßieberf)o(ung. 

5)a aber bie ©omplerionen ab unb ba, a(0 Vrobufte be» 
trachtet, einerlei Söertfye gaben unb bie 2lngaf)l biefer gleichen 
s $robufte mit ber Vtrmutationögagl von gwei ©(erneuten überein» 
ftinunt, fo fann man aueg fegen: 

(a -f- b ) 2 = a 2 -f- P 2 ab -f- b 2 . 

©ntwirfelt man analog bie britte Ißoteng von (a-f b) unb fegt 
(a -f b ) 3 = (a + b ) 2 (a-f- b) 

= (aa -f- ab -f- ba -(- bb) (a -f b) 

= aaa -f aab -|- aba -f abb -f baa -f- bab -f bba-f- bbb, 
fo ergält man offenbar alö Siefultat fflmmtlidje Variationßformeu 
ber gwei ©lemente a unb b gur britten ftlaffe mit SBiebergoluug. 
Von benfelben ftimmen aber bie ©omplerionen 
aab, aba, baa 

unb ebenfo bie ©omplerionen 

abb, bab, bba, 

a(6 ^Jrobuft aufgefafjt, igrem algcbraifcgen SBcrtge naeg voll» 
fominen überein unb ieber biefer Viertle tritt fo viel mal auf, 
als bie 'ßermulationSgaglnt ber ©lemente a, a, b unb a, b, b angeben. 
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Wan fann baljer auct) fcfjreiben : 

(a + b) 3 = a s + Pjt a 2 b + P 3 ab 2 + b 3 . 

2 2 

Sine ähnliche Betrachtung fii()rt ju bcm Schluffe, bah 
(a + b) 4 = a l + P 4 a 3 b + P 4 a 2 b 2 + P , ab’ 3 + b 4 

3 2,2 , ■ 3‘ 

(a -f- b) 5 = a 5 + P 5 a 4 b + P s a 3 b 2 + P B a 2 b 3 4~ P5ab 4 4- b 5 

i s;r T 

ober allgemein 

(a + b)° — a" + P„ a n— ' b + P„ a n— 2 b a + 

n— 1 n — 2/2 

P a 1 — 3 b 3 + + P n ab'— 1 4- b" 

n — 3,3 n— 1 

= a“ 4- ^a n - 1 b4-^ja n - 1 b 2 4-^a n - 3 b 3 

+ ••••+ 4- 2 ) a2 b n - 2 + ( n JL 1 )ab- 1 +b" 
fein mirb, maö mit ber obigen ©leichung (5) übereinflimmt. 


Beifpiele. 


l) (a 4- b) 4 = a 4 4- jf )a 3 b 4- I« a 2 b 2 4- (o]ab 3 4“ b 4 


= a 4 4" 


a 3 b 4~ ( 9 a 2 b 2 4- ( , lab 3 4” b 4 


2 ) 


2a 2 3b 3 ' 5 

3 + o 2 


a 4 4- 4a 3 b 4- Ga 2 b 2 4- 4ab 3 4- b 4 . 



+ 


+ 


80a 8 b 3 
27c 2 

270a 2 b 12 243b 15 


80a B b ,i 

3c 4 


120a 4 b 9 


c“ c*“ 

3) ffite heißen- ba§ 5te, 8te unb lote ©lieb ber (Sntoicfelung 
Bon (a 4“ b) 12 ? 

Sluflßfung. 

a 3 b 4 = 1 -r^ 1 ~°/ 9 a 8 b 4 == 495a 8 b 4 
1 .2.3.4 


5teS ©lieb = C ia a R b 4 = 
2 

8te8 ,, = 


C 12 a 5 b 7 = C' la a 5 b 7 = 


9 


3 


lOteä 


= C Js a 3 b 9 = C la a 3 b 9 = 


1*1 

5 

12' 

3 


a 5 b 2 = 792a 5 b 7 
a 3 b 9 = 220a 3 b 9 . 
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^roeitcr äbfdjnitt. 


§. 16. CSigcnfrfjoftcn her öiitominlcoefficicntctt. 


1) 2)a allgemein 


a n_m b m i 


a ü_m b m , 


fo fann irgenb ein S3tnomialcocfftcicnt aus bem unmittelbar vor* 
Ijergefyenben ©liebe baburch berechnet werben, bajj man ben 33ino* 
mialcoefficientcn biefeö ©liebcö mit beut ihm zugehörigen @rpo* 
nenten von a multiplicirt unb baS ^ßrobuft burch ben um bie 
(Sinheit vermehrten (Srponenten von b eben biefcö ©ItcbeS bivibirt. 


@o ifl j. 33. ba$ vierte ©lieb von 


(a + b) 10 = l^jaV = 1080a 7 b 3 , 


alfo nach 93orftehenbcm baö fünfte ©lieb 

= l^J a 6 b 4 = 1890a ß b*. 
4 


2) 3)ie ©inomialreihe h«t immer ein ©lieb mehr als ber 
entfprechenbe Sinomialerponent (Einheiten enthält, alfo liefert 
jebe gerabe ißotenz eines 33inomS eine ungerabe unb jebe 
uttgerabe Potenz eine gerabe Slnjahl von ©liebem. 3m erften 
gaUe h«t fomit bie 33inomialreihe nur ein SDiit teig lieb, im 
jmeiten bagegen h«i fit ä‘»ti folcher. 


3fi bet Grrponent n gerabe, h fl l bit 9ifih e alfo nur ein 
55?ittelglicb, fo wirb biefcS 


n n 

a* b 2 


n(n — 1) .... Ö- + 2 ö- + 1 n " 


1.2 .... 


a 2 b 2 


3fl n ungerabe, fo wirb baS eine ber SDJittelgliebcr 


□ 

n — 1 

~ 2 ~ 


n+l n 

a 2 b 2 


n(»-D .... 


n-f 1 n — 1 




1 . 2 .... 


n — 3\ (n— 1 
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unb baö anbere 


n 

n+l 

2 


i n(n — 1) | 


fn+l\ 

i 2 L- 


V-)i 

fn+l\ 
i 2 / 

n(n— 1) .... j 

fn+5\ 

l 2 i 

0. s 

1 . 2 .... 

F*[ 

n-i\ 

1 2 J 

r* / 


Die Sinomialcocfßcienten ber beiben ÜJlittelgliebet jtnb fomiti 
einanber gleich- 

@o iß j. 58. baö 9Jiittelglicb t>on 


(a ■+- b) 6 = g) a 3 b 3 = 


6.5.4 


a 3 b 3 = 20a 3 b 3 , 
7\ 


1.2.3 

bagegen ßnb bie beiben ^üJlittelglieber oon 

(a -f- b) 7 = ^gja 4 b 3 unb |gja s b 4 
= 35a 4 b 3 unb 35a 3 b 4 . 

3) 9iad) Obigem iß bet mte 58inomialcoefßcient — 

n \ — n ( n ~ ^( h— 2 ) •••• [ p ~ ( m ~ 2 )] 

m — lj 1.2.3.... (m — 1) 


m— 1 

c n = 


n! 


(in — 1)! (n— (m — l))! 


9iun ^at aber ber mte Sinomialcoefßcient, »on ber Rechten 
gegen bie Sinfe genommen, jurn ©tellenjeiger in ber Sinomiab 
reibe biejenige 3«bl, welche (m — l) ju (n-f-l) ergänzt unb ge< 
hört fomit $u bem (n— -m+2)ten ©liebe, ©ein SBertb iß 
baber 

( n ) _ £l 

\ a — m +2/ [n — — i)J i | n — ( n — ( m — 1))J t 

n! 

~~ (n— (m — 1)] ! (m— 1)! 

unb ßiinmt alfo mit bem mten SBinomialcoefßcienten überein. 


Die S3 inomialcoefficienten aller ©lieber, welche 
gleich weit »on ben beiben ©ttbgliebern abßeben, 
fittb bemnacb einanber gleich- 
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Bioeiter Slbfcfjiutt. 


4) 2)ie SBinomialcoefficientcn beS mte» unb (m-f-l)teit 
©licbeS fmb begüglicf) 

m— 1 in / n 

C„ unb C n ober 


9lun ifi aber 

. P 

alfo wirb, tuen» 

ifi, aud) 

gur 

folgt: 

ober 

ober 

n -f- 1 


ra— 1 


unb 


n 

m — 1 


n — (m — 1) 


m 


n— (m— 1) > 

m < 

(M > / n 
\m/ < Im — l)’ 
n-(m- l) > 
m < 

n — m-f- 1 ^ in 


n+1 


> 


< 

n+1 > 

2 < 


2m 


m. 


9iun ifi aber btc halbe 2lngaf)l aller ©lieber unb mir ge* 


langen fomit unter Serütfftdjtigung ber Säße 2) unb 3) gu bein Sa&c : 
5>ie ©inomialc oefficientcn ber SBinomialreil)e 
werben in ber erften Wülfte immer größer unb größer 
bid gum SDiittelgliebe unb nehmen oon hier an in 
ber gwetten §4lfte berSReihe mieber fort unb fort ab, 
fo baj? bie (Soefficienten in umgefehttcr Drbnung 
auf einanber folgen wie in ber erjien ^»älfte. 

5) Se$t man in ben ©leichungen (5) unb (6) 
a — b = 1, 

fo folgt: 

( i + i)._ 2 . _! + (;) + (2) + ...(“) + ...( 0 i 1 )+i 
unb 

a _i).=o_i_(;j + ß)- ..±(“)±...+4_li) ± i 
b. h- bie Summe aller Sinomiafcoefficicnten wirb, 
wenn baö gweitc ©lieb pofiti» ifi, gefunben, wenn 
man 2 gum Sinomialcrponenten potengirt. 

3fi baS gweite ©lieb negatio, fo wirb biefe 
Summe 9iull. 
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§. 17. 

1) (a + b ) 7 =? ' 

2) (a — b) 9 =? 


Säufgabett sur Uebttttg. 

7) (2a — 3b) 5 ==? 

p + 2 y ) 4 

4^3 


8 ) 


3) (x + l) e 

4) (1 - x) 8 


=? 

=? 


. 2a 2 b 3a»c 4 ] 5 
' 3c 3 '4b 2 / ~' 


iü) orx + ry) 7 =? 

5 ) ( x + y) lä — ? ’ 11) (J^a — Y’b ) 7 =? 

6) (2 - x) 1 « =? 12) (y'—S — ^=2 ) 4 =? 

13) 2Bie beijjt a) b«ö brittc, b) baS fünfte, c) ba$ adjte 
©lieb ber ©ntwiefelung (3a 2 — 2b 3 ) 9 ? 

14) SBie Ijeifit ba4 Slittclglicb »on (a — b) 12 ? 

15) Die bcibett SJfitfelglieber »on (x-4~y) 17 ju befiimmen. 

16) Daö fünfjeljnte ©lieb »on-(a— b) 24 anaugeben. 

17) Da$ je^nte ©lieb ber ©ntwicfelung 
ju befiimmen. 

18) Da8 fünfte ©lieb »on (a — j/ — b) 9 au enttoicfeln. 

b. £wc negatiue uttb gebrochene (Erponenten. 


§. 18. Saft Der unbcfttmmtcn ©oefficientett. 

1) 3ft bie Summe einer 9Jeif)e »on ber gorm 
A 0 ■+• A,x + Aj,x 2 + A s x 3 + A 4 x 4 + ...... 

Ao, Aj, A 2 , A 3 , A 4/ 

enblicfje, »on x unabhängige Soefficienten beaeidjnen, 
für jcben Sßertl) »on x, bie 9?ull nicf)t auögefc^loffen, 
gleid) 91ul,l, fo i fl jcber ber ßocfficienten A 0 , A,, 
A 2 .... felbft gleich 9iull. 

Denn fefct man in ber ©leidjung 
A 0 + A x x +• A s x 2 + A 3 x 3 4- A 4 x 4 4- . .. = 0 .;. (1) 

x =. 0, 

fo tuirb 

A lX 4- A Ä x 2 4 - A 8 x 3 4- A 4 x 4 4- . . . . == 0, 
nlfo auch A 0 = 0. 

Da nun A 0 = 0 

ift, fo fanit bie ©leic^ung (1) auf bie gorm 

x (A 4 4- A 2 x 4- A 3 x 2 4- ....) = o 
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3»eiter Sibfdjnitt. 


gebraut »erben unb ba biefelbe für jebeit fficrtf) »on x befielen 
foH, fo wuf fein: 

A t + A 2 x + A s x 2 + A 4 x 3 + .... = 0, 

»orauS folgt, »enn man »ieber 

x = 0 

fcfct: Aj = 0. 

(Sbenfo läfit ftch geigen, bajj unter ber gemalten SJorauSfcbung 
fein mufj: 

A* = 0, A s =,0, A 4 = 0 u. f. tt>. 

2) ©inb bie ©ummen graeier nach jieigenben 
s 4$otengen »on x georbneten 5Reif>en 

A 0 + AjX + A 2 x 2 -f- A 3 x® + • • • • 
unb B« 4- B x x 4- BjjX 2 B 3 x 3 + .... 
non einerlei gojtm, für febcn SQ3 er 1 1> oon x, bie Siull 
nicht ausgenommen, cnblid) unb einanber gleich, 
fo finb bie Soefficienten gleichnamiger ^otengen 
oon x in beiben 9tcil)en einanber gleich- 
(Denn aus ber ©leichung 

A 0 +A 1 x+A 2 x s -f-A s x 3 -f- . . . =ß 0 + BxX+B 2 x 8 +B3X 3 + . . . 
folgt unmittelbar: 

( A 0 -B 0 )+(A 1 _ BJx + ( A 2 - B ä )x a + (Ao - B 3> * 3 + • • • = 
unb ba biefe ©fewhung nach ber 33 orauöfc&ung für icben SBertl) 
»on x beftehen foH, fo müffen nach bcm » ot herflef)enben ©a&c 
bie 33egiehungen (tattfinben: 

A 0 — B 0 = 0, 

A i — B x = 0, 

A 2 — B 2 == 0 u. f. ». 
hieraus ergibt fich aber fofort: 

A 0 == B 0 , 

A t — B t , 

A 2 = B 2 u. f- »• 

Sinnt erlung. SBieftr ©ab würbe auerft con SeScarteS (1590 bis 
1050) befannt gemacht unb wirb ber Saft ber unbejtimmten lioef- 
ficienten genannt. 


§. 19. 91nd)ttJeiö her GMltigfeit bcö bittoittifchcn ©nfccS für 
negattoe unb gebrochene ©rponenten. 

S3ei ber obigen Verleitung ber binomifchen ©leic^ung 

(l+x)“=l+(j)x+(“)x*+(”)x 8 +. . .+1“ )x-H-x". . . ( l) 
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fyaben wir bcfanntliefy vorauSgefeßt, bnf? ber Ißotengerponent eine 
gange pofitive 3«f)t fei, unb wäre nun gunäcfyft gu unter# 
fucfyen, ob bie 23inomialreifye aud) für negative unb ge# 
brocken e rationale (Srponenten ©iltigfeit fyat. 

2)a für folcfye SBertfye beö Srpoftenten bie Sinomialreifye 
offenbar nicf)t mel)r abbricfyt, alfo unenblid) viele ©lieber 
annimmt, fo fyaben mir vorcrft gu prüfen, ob man berfelben in 
biefem Salle überhaupt noefy einen Sinn beilegen fann, ob man 
alSbann im allgemeinen noefy von einer Summe eben jener 
SReifye fprccfyen, ober wenn folcfyeS nicfyt ber galt fein follte, unter 
melden 33orauöfeßungen biefeö gefcfyefyen barf. 

3n $fyl. I. §. 200. 5. mürbe gezeigt, bnfj bie Summe 

1 -f- x + x 2 + x 3 -f- x 1 (2) 

von unenblid) vielen ©liebem einen enbliefyen ffiertfy liefert, fo# 
balb ber abfolute SSkrtfy von x Heiner als 1 ifi, unb mir fyaben 
bafyer gunäcfyft gu unterfucfycn, für melefye SBertfye von x bie 
Summe ber ©inomialreifye (1) fiefy immer mefyr unb mefyr einem 
enbli(fyen SBertfye nafyert, je mefyr Slnfangöglieber berfelben man 
fummirt. 

Um biefe fRcifye (1) mit ber geometrifefyen Üicifye (2) ver# 
gleiefyen gu fönnen, feßen mir 

x < 1 

voraus, maS mir um fo efyer tfyun bürfen, als ftcfy jebeS Sinom 
auf eine folcfye gorm bringen läfjt*). 

Sctracfyten mir alöbann bie gmei unmittelbar auf einanber 
folgenbcn ©lieber a m x m unb a m+1 x m + 1 , fo ftnbet man: 
a * = ( n \ = nfn- 1 ) (A-2 ) .... [n— (m— 1)1 

‘ m \m/ 1.2.3 m 

_ ( n \ n(n— 1) (n— 2 ) .... [n— (m— l) ](n— m) 

m+1 - | m +i/ “ 1.2.3 .... m(m+l) 

unb fyierauS: 

a m+ i n — m m — n 

a m m -f- 1 m + 1* 

*) SDemt ift 3. p > q, fo ift 

(P + q) n = P" [l + -p 
ober tttmt man 5= *, WX <1 ift, feßt: 

ü> + q) n = p n (i + x ) n • 
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Stemmen wir fomit m > n, fo ift baö 3krf)äftniß - m+ - 1 , 

Hm 

abfoiut genommen, Heiner als 1 unb bic nbfoluten SBcrtlje ber 
Socfßcienten ber binomifdjeit 9ieil)c hüben alSbann non einer 
gewtffen ©teile an eine vnbneijmenbc ßteifye. ©recken wir bem- 
nadj bie 33inomialrcil)e bei bem ©liebe a m x m ab, fo erhält man, 
wenn man a„, abfoiut nimmt, für bie Summe s ber nad)fok 
geitben ©lieber berfeiben: 

s < araX^ 1 -f- a m x m +' 2 + a m x m + 3 + ... 
ober 8 < anX 1 ^- 1 (1 -4- X + x s + X 3 -f- ...) 
ober, ba nad) 33)1. I. §. 200. (4) für x < 1, 

1 + x + x 2 + x» + ... = 


aud) 


amx^! 

^ i— x ' 


wenn x < ,1 ift. 

s Jtun fauit man aber m fo groß wallen, baß s Heiner 
wirb als febe ttod) fo Heine 3«f)l (33)1. I. §. 65. 7.) unb bie 
©umnte ber ©lieber ber Sinomialrcilfe (1) l)at alfo immer einen 
cnblidjeu SBcrtf), fobaib x < 1 angenommen wirb. 

9iad)bem wir unö überzeugt Ifaben, baß bic ©ummirung 
bet 33inomialreil)C, weld)c für (1 + x) n rcfultirt, ftetö möglid) 
iß, fobaib x ■< 1 »orauSgcfeßt wirb, wollen wir nun gunäd)ft 
jeigen, baß biefelbe aud) unter biefer SSorauSfcßung für jeben 
negativen ganzen SiSertf) bcö Grponcrttcn ©iltigfeit ßat. 

Sejcid)nenniünbn3weiganjeporttioc3af)lcn,fo ift nad) §. 15(4): 

<1 + xf - 1 + (> + (“),■ + (“)*■ + 

(i + x>. - 1 + (;jx + ("jx< + (j)x* + .... 

fBhiltiplicirt man beibe ©leidjungcn mit einanber, fo folgt: 

(1 + x) m + n = 1 + A x x + A 2 x 2 + A s x 3 + ...., 
wo A,, A 2 , A 3 , .... irgenb ©ummen oon ' s 4kobuften ber 
93inomialcoefßcicnten ber jwei für (1 4- x) m unb ( 14 - x) n er* 
Ijaltcnen iBinomialrcißcn bebeuten. 

35a aber nad) §.15 (4) aud) 

( l + x)-+.-l + (”+ n )x+( ,n + n )x>+( m J n Jx> + ... 

iß, fo muß 
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1 + A, x -f- A 2 x 2 + A s 


1 + 


(T) 


+ ( m r j 


w- + ■••• 

fein. 1)iefe ©letcfjung hat bei ganzen pofttivcn m unb n für 
jeben SBertf) von x, bagtgen, wie Wir oben gcfcf)en ^aben, bei 
negativen, ober gebrodenen drponenten nur für 2Bertf)e von 
x < 1 ©iltigfeit. Unter biefer lebten ©orauöfchung ift aber 
nach bem Sähe ber unbejiimmten doefficienten (§. 18. 2): 

(T) 


K - 


K = (“f”) 

a, = er) 


u. f. w. 


unb ba6 SRefuitat ber ©fultiplieation ^ber beiben Sieihen fümtnt 
fomit mit bemjentgen überein, wcictjeö erhalten wirb, wenn man 
in ber für (1 + x) n erhaltenen 3?eil)e (in + n) flatt n fehl. 

SBebeutet nun allgemein [x, n] ben SBertl) ber ©inomial* 
reihe, welche (1 + x) n entfpridjf, fo hat man nach ©orflehenbem 
für beliebige SBerthe von m unb n: 

fx, m] . [x, n] = [x, m -f- n]. 


Sehen wir h» cr * n m 9 an ä »«au« unb 
m = — n, 

f». folgt: 

[x, — n] . [x, n] = [x, 0] = 1, 
unb eS wirb fomit 


[x, - n] — r ; 

[x, n] 

ober wenn wir auf bie ©ebeutung biefer Symbole jurücfgehen, 
fx, — n] =“n _J_ x )n = (! + x ) _n / 
b. h- ber bin o m i f cf) e Sah gilt auch für negative ganje 
3al)len, fobalb x < 1 ift. 

2lu« obiger Relation 

[x, m] . Ix, n] = [x, m -f n] 


folgt ferner allgemein für beliebige 2öertl)e von m, n, p, q, .... 
bie ©ejief)ung: 

[x, m] . [x, n] . fx, p] . fx, q] .... = fx, m + n + p -f-q + ....] 

unb wenn man f)i«in 

m = n = p = q= — *= ju 

6 i fe , meine ’Jlmlmetif. II. 2. ?IufI. ^ 
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fe&t unb bie 2lngal>t bcr gaftorcn bcr linfcn Seite burcf) v be* 
jeicf)net: 

[x, «]- = [x, fiv]. 


3ft nun fiv eine 
fo wirb 


ganje, pofttive ober negative 3al)l = n, nlfo 
[x, ^v] = (1 + x) n , 

[x, py = (1 + x) n 


ober |x, p] = (1 -f- x)* =(1+ xf, 

wo fegt p eine beliebige , pojttive ober negative gebrochene 
3al)l bebeuten fann. 


Sic Sinomialteilje ift bemnad) unter ber SBor* 
auSfe&ung x < 1 für jeben beliebigen rationalen 
SBcrti) von n giltig. 


Seifpietc. 

1 ) (l + x)~ 5 =l 4(-5 )x4- ~^~ 5 2 ~ ) x 

— 5(— 5 — 1) (—5—2) 
1.2.3 

= 1— 5x-(-15x 2 — 35x 3 4 - ... 


x 3 4 . . 


— 4( 4 1 ) — l a 


1 . 2 


2) (a-b)- 4 = a- 4 — (— 4)a~ 4 ~ 1 b 4 

_ -4(-4-l) (-4—2) 

1.2.3 b+ - 

= a- 4 44a- 5 b410a- 6 b 2 +20a- 7 b 3 -f- 
1 , 4b 10b 2 , 20b 3 

” 74 + V 6 ' + T«~ + ~7» _ + 


b 2 


3) (a 4 b)" = a* + -l a 4- 1 b + 


a‘ 

±l± 

2 2 


1 . 2 


a 1 2 b 2 4 - 


i/i 

2 2 


1 4 


1/1 


1.2.3 

1 


a“~ 3 b 3 4 


2I2 1 |( 2 2 (2 3 


1 . 2 . 3 . 4 


JL 4 

a 1 V 4 -... 


=“ &i + 77 a ’b— ia 4 2 4--i- a H 3 — ~a *b 4 4- . . . 


16 


a i + _b ü- 4 _ü 6 b* 

2a^ 8a’ 16a* 128a* 


128 

+ 
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4) (x — y)^ = x* — 



1.2.3 


3 |-l 

T x y + 


1-3 


3/3 

4\4 

1 



i 3 * 

*y — 55 x V- 


3y 

4x* 


32 
32x* 


5 —ä 
128 X > 


5y ;1 

128x* 


§. 20. $cv poltjttomifdje StUv 
9luö bcm grüneren gct)t unmittelbar fyenwr, bajj bie $aria* 

n 

tionöfonnen ton V'(abcd ) übereinftimmen mit ben ©liebem 

ber ©otenj (a -f- b + c + d + — )" , wenn bie ©fultipli* 
cation fucceffttc fo torgenommen wirb, baß man fämmtlid)en 
©liebem ber torl)crgel)cnben Ißotenj guerft a, bann b, bann c 
u. f. w. torfefct. 

n n 

9tun fantt aber V'(abcd ) and) auö C'(abcd ) ge* 

bilbet werben, inbein man jebe Somplerion biefer nochmals per* 
mutirt, unb ba baß allgemeine ©lieb ber nten (Sombinationö* 
flaffc bie gönn 

a« bi® er d<* .... 


Ijat, wo 

u — |— ß y “4" d + .... — ■ n 
ift, fo fann man fefcen: 

(a -f b +c +d + ) n = .SP n a« bß er d* . . . 

ß,7, ä ,--- 

■ = 2 a w y 3 c? d*... 

a\ ß\y\d\ ... 

Wo .S bebrütet, bajj für a, ß, y, Ö, .... ber Dieifje nad) alle 
pojttitcn ganzen 3<d)lc«/ bie 91ull nic^t außgefd)loffen, ju fe&rn 
feien, welche ber ©ebingung genügen: 

« + /? + y -+- d + .... = n. 
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@o ifi j. 33. 

(a+b + c+d) 4 = P 4 (a 4 ) + P 4 (a»b) + P , (a 3 c) + 

P 4 (a 3 d) + P 4 (a 2 b 2 ) + P 4 (a 2 bc) + P 4 (a 2 bd) 

+ P 4 (aV) + P 4 (a 2 cd) **f- P 4 (a 2 d 2 ) + P 1 (ab !1 ) 

+ P i\ab 2 c) + Pj_(ab 2 d) 4- P« (abc 8 ) 4- P 4 (abcd) 

4- P 4 (abd 2 ) 4- P 4 (ae 3 ) 4~ P /(ac 2 d) 4- P 4 (acd 2 ) 

4- P 4 (ad 3 ) 4- P 4 (b 4 ) 4- P 4 2 (b 3 c) 4- P i(b 3 d) 

4- P 4 (bV) 4- Pj_(b ä cd) 4- P 4 (b 2 d 2 ) 4- P4_(bc 3 ) 

4- Pjt_(bo 2 d) 4- P t (bcd 2 ) 4 - P ± (bd 8 ) 4 - P 4 (c 4 ) 

4- r [(o 3 d) 4- P4 (c 2 d 2 ) 4- Pj 4 _(cd 3 ) 4- Pj_(d 4 ) 

3 i,i 8 4 

ober , 

(a 4- b 4- c 4- d) 4 = a 4 4- 4a 3 b 4- 4a 3 c 4- 4a 3 d 4- 6a 2 b 2 

4- 12a 2 bc 4“ 1.2a 2 bd 4~ 6a 2 c 8 4“ 12a s cd 4~ 6a 2 d 2 4” 4ab 3 

4- 12ab 8 c. 4- 12ab 2 d 4- 12abc 2 4- 24abcd 4- 12abd 2 4- 4ac 3 

4- 12ao 2 d 4- 12acd a 4- 4ad 3 4- b 4 4- 4b 3 c 4- 4b 3 d 4- 

6b 2 c 2 4- 12b 2 cd 4- 6b 2 d 2 4" 4bc 3 4~ 12bc 2 d 4- l2bcd 2 4- 
4bd 3 4- c 4 4- 4e 3 d 4- 6c 2 d 2 4- 4cd 3 4- d 4 . 

Süttnerf ttng. itucf; bet binonnfdjc @0(5 tami jur '.ßotenjirung 
001t ^polijnomicn anacmenbct werben, wie and yiacbftehenbem bertwrgebt- 
Um 3. 33. bett rnrtb non(a+b-j-c) 4 ju entwickln, fetje man »orerft 
a 4* b = m 

unb befthnine 

(m 4" c ) 4 = m 4 4" 4m“c 4- <*m a c 3 4- 4mc s 4" c< - 
gübrt man nun wieber beit ÜScrtb »01t m ein, fo wirb 
(a 4- b 4- c) 4 — (a 4- b) 4 + 4 (a 4- b) a c 4- 6 (a 4- b) 3 c 3 
4" 4 (a + b) c 3 -j- c 4 ' 

= a 4 4" 4a 8 b -(- fia 3 b 3 4“ 4ab 3 -f b* 4- 4a 8 C -(- 1 2a*bc 4 - 1 2ab*c-(- 
4b"c + tja 30 ' 1 4 - 12abc 3 + lib 3 c 3 4: 4ac” -4- 4bc“ + c*. 

Stuf biefem SBege erhält matt aber, wie ber bloße SStiblicf lebrt, ba§ 
Wefultat nicht georbnet. 

§. 21. 9lufßaDcn jur llclmttfl. 

1) (a 4- b 4- c) 3 =? 3) (a 4- b 4- c/> = ? 

2) (a 4- b 4- c) 4 =? 4) (a + b + c) 6 ==? 

5) (a 4- b 4- c 4~ d) 2 = ? 

6) (a 4* b 4- c 4- d) 3 =? 

7 (a + b + c + d) s =? 

8) (2a — 3b 4- c) 3 =? 

9) ( 4 x s 4- 3 y 3 — 2z 4 ) 4 =? 
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§. 22. Einfache oöer abfolute Ül'nljrfttjciitlirfjrcit. 

1) Unter bet einfachen ober abfoluten Sßahrfchein* 
I i d> f e 1 1 (fßrobabilität) irgenb eines EreigniffeS verfiel}* 
man baS 93erf)ältnijj ber für baS Eintreffen beffelben gün* 
fiigen gälte ju ber 2lnjaf)l aller gälte, meiere überhaupt ein* 
treten fönnen ober möglich ftnb. 

50tan brüeft bföfjalb bie SBabrfcfjeinlichfeit eines EreigniffeS 
bur<h einen Srutf) auS, beffen 3äf)ler bie 2ln$ahl aller gün* 
ftigen unb beffen Kenner bie 2lnjaf)l aller möglichen gälte 
anbeutet. 

©oll man j. 23. angeben, rote grofj bie ÜBahrfcheinlichfeit 
ift, mit einem Slßürfet eine beftiinmte Kummer, etroa 5 ju roerfen, 
fo erhält man, ba nur biefer eine galt gunftig ift, roährenb 

6 verriebene SSSürfe möglich ftnb, bafür ben 23ntch *. 

SBejeichnen mir allgemein bie 3Bahrfcheinlicf)feit beS Ein* 
treffenS irgenb eines EreigniffeS burd> W, bie Slnjahl aller bem 
Eintreffen günfiigen gälle burch g unb bie aller möglichen 
gäUe burch m / fo ift 

W = £ (1). 

m 

2) ®?an erfteht hinaus fogleicf}, baft bie SEßahrfcheinlidjfeit 
um fo gröfer ift, je größer bie Slnjahl ber günjiigen 
gälte im SSerhältniffe ju ber aller möglichen ift. 
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gtir 


Wirb 


W 


2 

1 

2 ‘ 


3n biefem gatte fagt man, baö ©intreffen bcö ©reigniffed 
fei jweifclbaft. 3e nadjbem aber * 

r> 1 


W 


< 2 


auöfättt, ijf bad ©intreffen mabrfdjeittlicf), ober unroafyr* 
fcf)einlict). 

SQBirb g = m, 

«Ifo W = 1, 

fo mirb bic 2Bal)rfd)cinlid)feit $ur ©eroi ffljeit. 

Die ©inlfeit i fl fomit bad ©pntbol ber © emif)l)eit. 

3) Die 3Baf)rfd)einlidjfcit, bafj ein ©rgebnif» nid)t, fon* 
bent bad ©egentbeil cintreffen merbe, nennt man bic ent* 
gegengefefcte SBa^rfdjcinlic^feit bed gehofften ©rcig* 
nifTeö. S3ejeid;nen mir biefelbe burd) W, fo wirb offenbar 

W = 1 -I- = 2=1 (2 ). 

So ifl aifo in obigem SSeifpiele bie SBabrfcbeinlicbfeit, baft bie 
Stimmet 5 nid)t fällt ober bie entgegengefefcte 2Baf>rfcf>einli<^feit 

5 
6 ‘ 

4) ©inb ber fRcilje nad) unterm g leid; nt ög lidjen gatten 

einem ©rcigmffe g„ g g , g 3 , g 4 , gätte günftig, fo f>at 

man im ©angen 

gl +02 + gs + g* + •••• 

günftige gätte. Sllfo erhält man für bie äBafyrfcbeinlicfyfeit, bafj 
ber eine ober ber anbere ber günftigen gätte eintreffen werbe: 

W = & + g» + & + »•• 

m 


W = 


= g‘ _i_ g 2 ? s 

m m m 

b. I). bie 2Baf)rfd)einlicf)feU eine« ©reigttiffed, bad 
mebre SJfafe eintreten fann, ift gleich ber ©nmme 
ber abfoluteit 2BaI>rfcljeinIict>feiten aller einzelnen 
gälle. 
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Scifpiele. 

1) äßie groß ift bie 2ßal>rfd>einlid)feit , au« bern befannten 
Kartenfpiele »on 32 SQlättern ein SBilb ju jieljen? 

Huflöfung. 

35a ba« ©piel nur 12 Silber, im ©anjcn aber 32 Karten 
enthält, fo iß g = 12 ltnb m == 32; femit bie »erlangte 2öa^r= 
fdjeinlidjfeit 


2) 3n einer Urne befinben fid> 5 fdjroar je unb 9 weiße Kugeln ; 
wie groß iß bie SBafyrfdjeinlidbfeit, auf bcn elften 3 U 3 a ) c ' nc 
fdjwarje, b) eine Weiße Kugel ju befommen? 


Sluflßfung. 

3m ganzen ftnb 5 + 9 ober 14 3ügc möglich, alfo iß 

a) für beu 3«3 «in« fdfwarjen: 

5 

14' 

b) für bcn 3 U 8 c ‘ ner weißen: 

9 

14‘ 


W 


W = -f-T. 


3) 2Bie groß iß bie 2BaIjrfdjeinlid)feit , mit 2 Sßürfeln 9 ju 
werfen? 

Sluflöf ung. 

3m (Sanken ßnb 6* = 36 Sürfe möglid). ®a nun jur 
Ouerfuutmc 9 nur bie 4 Variationen 36, 45, 54, 63 mit SBieber* 
Ijolung möglid) fiitb, fo wirb 

4 1 

W- '36* 9 ‘ 


4) SS3ie groß ift bie SEBahrfcbeinlichleit au« einem gemifc^tcn 
Viquetfpiele 5 Ciarreauy ju jieljen? 

Sluflöfung. 

35a ba« ganje (Spiet 32 Karten enthalt, »on weldjen auf 
C 32 Slrten 5 gezogen werben fönnen unb »on ben barin enthaltenen 
8 Sarreauf fid) 5 berfel6en auf C 8 Wirten jiel)cn laffen, fo iß 

5 5 

m = C 32 , g = C g , 
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8.7.6 , 

W = _ C 8 1-2.3 = J_ 

* * 32.31.30.29.28 3596' 

32 32 1.2. 3. 4 .5 

5) 3>ie getueljmlidje 3 a ^ ci, l° ttcr > e 6efle^t aud 90 Bumern, 
Bott tneldjen 5 gezogen tBerben. SEBie groß ift bie 2BaIjrfd)einlid)Ieit, 
baß unter ben gezogenen Slumern ftd) a) eine, b) jtoei, c) brei, 
d) oier, e) fünf beftinunte Bumern befinbett? 


21 u fl Bf ung. 

a) 35a l)ier 

nt = 90, g = 5, 

fo iß für einen Sluäjug, toie man biefen §aü ju nennen pflegt : 

\V = A = —= 0,0555... 

90 18 ' 


b) 3n 90 SRuntern ftnb 


unb in ben 5 Treffern 


t 

C„ 


4005 


enthalten, alfo iß 


C 6 = 10 Slmben 


m = 4005, g 


unb W -= 


10 


1 


4005 801 400,5 

c) 3n 90 SJumern ßnb 


10 


= 0,0024968 . . . 


unb in ben 5 Treffern 


enthalten, fomit iß 
W = 


C M = 117480 


C s = 10 lernen 


10 


117480 11748 

d) On 90 Huntern finb 


= 0,00008512... 


unb in ben 5 Treffern 
enthalten, bafyer iß 

e 

W = 


C w = 2555190 


C 5 = 5 Ouaternen 


1 


2555190 511038 


0,00000019568.... 
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e) 3n 90 Bumern finb 

C«, = 43949268 

unb in ben 5 Treffern 

C 5 = 1 Quinte 

enthalten, fonüt ift 


W = 


1 

43949268 


= 0,000000022753 ... 


6) 2Bie groß ift bie 3Ba^vf(^einlid)teit, mit jtoci SBürfeln ent* 
toebcr 5 ober 7 }u toerfen? 


2luflBfung. 

4 

®ie SBabrfcbeintidjfeit 5 ju toerfen ift = — , bie 7 ju toerfen 

ob 

g 

— 0 -/ alfo nach 4) bie oertangte aöa^rfc^cirtlic^feit 
ob 


W = 


A + ± 

36 ^ 36 


10 

36 


j> 

18 ’ 


§. 28. SRelatibc unb juftttttmntgcfcljtc SÖ3atjrfd)cinlid)fcit. 

1) Slufier bcr oben behanbetten einfachen ober abfoluten 
S33al)rftf)einltd)feit unterfcheibet nmn noch bie relatioe unb jtu 
fainmengefefcte 2B a 1} r f cf) ein lief; feit. 

2) 2)ie relative 933 a^rfd>einlid)feit wirb erhalten, 
wenn man mehre Sätle, welche niedren befiimmten <greig= 
niffett giinfiig fhtb, mit einanber in Vergleichung bringt, ohne 
hierbei auf biefenigen Satte ju achten, welche überhaupt noch 
möglich ftnb. 

Veftnben fleh j. 93. in einem ©efäfje 5 fchwarje, 8 rothe, 
10 gelbe unb 9 blaue Äugeln, unb man fragt, wa$ bie SBafyr* 
fcfyeinticfyfeit fei, eher eine fchwarje, atö eine rot ^ e ju jiehen, 
fo bajj atfo alle Sällc, wo gelbe ober blaue gezogen werben, 
ganj ohne (Sntfcfjeibung bleiben, fo nennt man biefc SBafyrfcfyein* 
lic^feit eine retatioe. 

3) Unter aufammengefefcter SBahrfcheintichfeit verfielt 
man bie 933a^rfc^einlid>feit für ba« 3wf«ntmentrcffen jweter, 
ober rnehrer »on einanber unabhängigen (Sreigniffe, fowie 
auch bie Sßahrfcheinlichfeit, welche burch baö Sintreffen eine«, 
ober mehrer »orauögehenben Qsreigniffc bebingt wirb. 
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Die 2ßa()rfct)t‘inlicl)ffU aue einem ökfäjie, in welchem 
fi$ eine befiimmte Sln^l numerirter befinbet, getwiffe 

9?umern in rorgefetyriebener Orbnung ju gietjen , ift eine gus 
fammengefefcte. ©benfo bie 2Baf>rfd)einlid)feit, mit einem Sßürfel 
jsmei gleißt Bumern nad) einanber werfen u. bgl. 


§. 24. ©efttmmmtß 5er rclatiüc» S8al>rftf)Mnlicfffcit. 


1) Sinb t>on mel)ten ©reigniffen bem erften g t , bcin jweiten 
g 2 , bem britten g 3 'ic. gälle g ü n fi i g , unb bejeid>net m bie 
änjafff aller möglichen gälte, fo gibt cö 

gl + g 2 + g 3 + g 4 + .... 


cntfdjeibenbe gälle. 211 t'o ift bie 2Bal)rfcl)einlict)feit für ba$ 
©intreffen beö erften ©reigniffcS: 


W, = 


gi 


+ g3 + 


bie 3Baf)rfd)emlict)feit für ba$ ©intreffen be6 ^weiten ©reigniffeö: 
W 2 = M». u. f. w. 

gi + gi + g» + — 

Dtoibirt man in biefen Sluöbrücfen 3^1)1« unb Kenner burd) 
m, fo folgt: 

& 

w x = 


W s = 


gl gs i gs 

m m m 

g* 

m 


®l ? 2 _l M* _j_ 

m m m 


U. f. U). 


Die relative Sßaljrfcfieinlic^feit bc3 ©reigniffeö 
Wirb alfo erhalten, wenn man bie abfolnte 2ßal)r* 
fd)einlid)fcit biefeö ©reigniffeö b « r cf) bie Summe 
ber ab fo luten 335 af>rfcf>einlic^feitcn aller ©reig* 
niffe, bie in 33 e tr a cf) t fonunen, binibirt 


58eif(jiele. 

1) 3n einer Urne befinben ftd) 5 rotfye, 8 blaue, 10 fdjttarje 
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unb 7 weiße Sudeln. 28ie groß ift Die ÜUabrfdjeinlidßeit, auf Den 
crßen ©riff djcr eine weiße, alä eine rotlje Kugel ju jieljcn? 


Äuflöfung. 

®ie 2Baljrfdjeinlicbfeit für Den 3 U 9 einer weißen Kugel ift 
7 _ 7 

— 5 + 8 + 10 + 7 _ 30' 
für Den einer rotljen 

5 5 

“ 5 + 8 + 10 + 7 “ 3Ö' 
bafyer Die »erlangte üßafyrfdjcinlidjfeit 
7 

30 7 7 

7 , 5 ~ 7+5 — 12* 

TTT + 


w = - 

7 

30 


30 


2) 3n einem ©efäße beßnben ftd> 8 fdiwarje, 5 Weiße, 10 gelbe 
unb 4 rotljc Kugeln unb jwei berfelbcn feilen gejogeit werben. 3Bie 
groß ift Die UBafyrfdjeinlidjfeit, baß biefe elfer eine fd^warje unb 
eine gelbe, ald eine weiße unb eine rottje feien? 


91 u f Ißf u ng. 

®ie fdjwatjen unb Die gelben laßen fid> auf 8 . 10 = 80 
Srtcn unb bie weißen unb rotten auf 5 . 4 = 20 Slrten »erbinben. 
2ö wirb baljer 

W = 80 = 80 _ ± 

80 + 20 100 5 '• 


3) 2ßie groß ift bie iffialjrfdieinlidßeit mit jwet SBürfeln eljer 
8, als 5 $u werfen? 

9luf löfung. 

5 

®ie ÜBaljrfdfeinlidjfeit 8 ju Werfen iß 

5 i. 

n n u n n n ggf 

5 

alfo bie »erlangte relatice Safyrfdjeinlidjfeit == — . 


8. 25. üBcffimmunß öcv jufnmtucngcfc^tcit S^aßrftßctulidifcit. 

£inb unter jwei gleicßjeitigen ©reignißen fcern erßen unter 
m, gälten g 1 gälte, bem jweiten unter m 2 gälten g s gäUe günßig, 
fo ftnb bie abfoluten Süaßrfeßeinließfeitcn für beibe ©rctgniffe 
bejüglicß 
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W, = gl unb W 8 = 

nij m 2 

■Jiun fnnn aber jeber ber g t bcin erfien Ereigniffe günfiigctt 
Salle mit ben g 2 Süllen, welche bnn jweiten Ereigniffe günfiig 
ftnb, auf gj g 2 »erfchiebene 2lrtcn oerbunbeit werben, fo baff 
wir alfo für ba$ gleichjeitige Eintreffen beiber Ereigniffe g t g 2 
günfiige Süße ^aben. Ebenfo (ajfen (ich bie m 1 möglichen Salle 
beö erfien Ereigniffeö mit ben möglichen Süllen beö jweiten 
auf 1 % m 8 »erfcfjiebene 2lrten »erbinben, fo baff im ©anjen 
iDi m 8 Sülle möglich ftnb. Sür baö gleichzeitige Eintreffen beiber 
Ereigniffe ifi fornit bie SBahrfcheinlichfeit 

W — S&Sk — Mk M*. = w W 

m, m 8 m, ’ m 2 1 *’ 

Nehmen wir noch ein britteö Ereignis an, bem unter m s mög* 
liehen Sollen g 3 Sülle günfiig ftnb, fo erhalten wir auf analoge 
SBeife für ba$ gleichjeitige Eintreffen ber brei Ercigniffc bie 
3Bahrfcf)einlichfeit 


W = gl - 
m, 


®L 

m„ 


s - = W x . w, . w 3 . 

Ui UJg 11 lg 

®ie jufammengefefftc 9ßal)rfcheinlichfeit für 
bad gleichjeitige Eintreffen mehr er Ereigniffe iff 
alf» gleich bem ^robufte ber abfoluten 2Bahrfcf)ein* 
lichfeiten für ba$ Eintreffen jebeö einjelnen, »on 
ben übrigen unabhüngigen, Ereigniffeä. 


33eifpiete. 

1) 2Bie groß ift bie SBahrfdjeinlichfeit, au§ einem gentifd)ten 
^iquetfpiele con 32 harten unmittelbar nach einanber einen Sönig 
unb eine ®ame oon ber gleichen Sarbe ju jiehen? 


Sluftofüng. 

4 

SBahrfcheinlidjfett einen Äönig ju jiehen — — , ffiahrfcheim 

ö u 

4 

Iic^feit hierauf eine $ame $u jiehen = — ; folglich bie »erlangte 

o 1 

SBahrfdjeinlichfeit 

W = — . — = — . 

32 31 62 

2) SBie groff ifi bie SBahrfdjeinlidjfett, mit einem SBürfel eine 
beflimmte 3°$ jweimal nach einanber ju werfen? 
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31 u f 1 B f u n g. 

®ie SEBotyrfdjeinli^feit, baß biefc 3al)l überhaupt fällt, ift — , 
folglid; »irb für ein jtoetnialigeö Eintreffen bie 2Baf}rfdjeinlid?feit 

w . L . 1 _ L. 

6 6 36 

3) 9Bie groß ift bie 9Bal;rf$einlid}feit, wenn au§ 90 »on 
1 big 90 numerirten Soofen 5 gejogen »erben, baß bie julefct ge= 
jogene SRutner eine beftimmte fei? 

3luftofung. 

®ie SÜBaljrfdjeinlidjfeit, auf ben 

lten 2ten 3ten 4ten 

3ug nidjt gejogen ju werben, ift bejüglidj 
89 88 87 86 

90' 89' 88' 87 

unb bie Sßaljrfdfeinlidjfeit, baß fie gejogen »irb = . 

o6 

SDian ergäbt fomit für bie »erlangte äBaljrfdjeinlidjfeit 
_ 89 88 87 . 86 1 = 1_ 

— 90 ‘ 89 ' 88 87 ‘ 86 90‘ 

4) 33on 90 SRumcrn »erben 5 gejogen; »ie groß ift bie 
SBaljrfibeinlidjleit, baß »ier beftimmte Turnern b'er 9teilje nadj in 
gegebener Orbnung juerft gejogen »erben? 


Stuf lijfung. 

2J?an erhält 

W = — . ~ . — . — = . 

90 89 88 87 61324560 

5) 2Bie groß ift bie Sßafyrfdjcinlicbfeit, baß ein ©pieler bei 
bem ^ßiquetfpiele »ier gleiche Starten (Slß, Samen ic.) erhalt? 

31 uf lüfung. 

Sa bie Sorten befanntlicb in ber SBeife auggegeben »erben, 
baß jeber ©pieler 12 Sorten erhält unb 2 ^artßien »on 5 unb 
3 Sarten gelegt »erben, fo ift bie Stnjafyl ber moglidjen ©piele, 
»eldje überhaupt auggegeben »erben fönnen, 

12 12 5 

■ Obj • 6jQ . C,. 

Sin ©pieler fann aber 

» 13 6 

Cjg . Cjq . Cg 

mal 4 gleite Sorten erhalten, folglid; iß bie »erlangte 2Baßrfd;ein= 
lidjfeit 
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9 . 10 . 11.12 99 

32 . 31 . 30.29 ~ 7192 ' 


§. 26. äßftl)r!rf)cinlid)fcit für öas Eintreffen eines EreigniffeS 
non mehren. 

1) Bezeichnen W t unb W 2 bie abfoluten SBahrfchcinlich* 
feiten für baS Eintreffen gweier Ereigniffe, fo ftnb bie 2Baf)r* 
frfjeinlic^fciten, baß beibc Ereigniffc nicht cintreffcn, bezüglich 

1 — Wj unb 1 — W 2 . 

«Somit ift nach §. 25 bie jufammengefefcte Söat>rfdjein[irf)fcit, baß 
gleichzeitig beibc Ereigniffc nief)t cintrejfen, 

= (1 - WJ (1 - WJ = W, . W 2 . 
hieraus folgt aber unmittelbar für bie entgegengefe&tc 2ßal)r* 
fc^cinlidjfeit , ober für bie 3ßahrfchcinlid)feit, baß «jenigftend 
eines biefer Ereigniffc eintreffe : 

W = 1 - (1 — WJ (1 - WJ 
= 1 — Wj . W 2 . 

2) Surd) eine äljnlidje Betrachtung erhalten mir für ben 
galt, baß unter mehren einzelnen Ereigniffen, bereu abfolute 

SBahrfcheinlichfeiteit ber i)tcil)e nad) W lt W 2/ W 3/ W 4 , 

ftnb, menigftenS eines eintreffe, bie äßahrfcheinlichfcit 

W «= 1 — (1 — WJ (1 — W 2 ) (1 - WJ (1 - WJ . ... 
= 1 — W, . W 2 . W 3 . W 4 .... 

2)ic Sahrfcheinlichfeit, baß t»on mehren Ercig* 
niffen rocnigftenS eines eintreffc, rcirb alfo ge* 
funben, menn man baS s 4$robuft ber entgegengefeßten 
Sßahrfcheinlichfeiten in Bezug auf bie einzelnen Er* 
eigniffc oon ber Einheit fubtrahirt. 

Beifptele. 

1) SBie groß ift bie SSahrfdjeinlichfeit, baß unter jwei Sffiiirfen 
mit jmei äöürfeln menigftenS einer berfelben 5 ober 8 äugen $<ihlt? 

äuflöfung. 

4 1 

$a bie abfolute 2ßahrfcheinti<hfeit 5 z“ merfen = — = — 

36 9 

5 

unb bie 8 iu werfen = -- ift, fo fmb bie entgegengefeßten SBahr* 
36 
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fdjeinlidjfciten bezüglich 
SBafyrfdjeinlicfjfeit 

W = 1 — 


8 

9 


unb 


31 

36' 


8 31 

¥ ' 36 


wirb bie fragile 

6 12 _ ^9 
81 ~ 81 ‘ 


2) 2lu8 einem gemifd)ten ‘ßiquetfpiele oon 32 harten wirb 
jweimat nad) cinanbet eine Satte gejogen. 2ßie groß ift bie 2Babr= 
fd^einlic^feit, baß biefelbe ein 3lß ober ein Coeur fei? 


Sluflöfung. 

äBabrfcbeinlidjfeit ein 3lß ju jiet^en = ~ = Sßalp 

o 2 8 


8 i 

fdjeinlid^feit ein Coeur ju jicljen = — = — ; folglich finb bie 

oZ 4 

7 3 

entgegengefeßten 2Babrfd>ein£id)feitcn bejüglidj — unb — . ©$ wirb 

8 4 

ba^er bie oerlangtc 2ßat)rfd;einlid)teit 


W == 1 


7 3 

8 ‘ 4 


= 1 


21_ _ 21 
32 — 32‘ 


§. 27. 4Öal)riti)ctulid)fdt bei Söicöerbolung tum jöcrfiufjcn. 

Um einen beßimmten gaU twr Slugcn ju b^ben, wollen 
wir annefjmen, man fjabe a febwarge unb b weiße Äugeln in 
einer Urne, fo erhält man für bie Sßafyrfcfyeinlicfyfeit W lf auf 
ben erften ®rijf eine fdjmarje Äügel ju gieren; 

W = a 

1 a + b 

unb für bie 2Baf)rfct)cinlid)fcit W„, auf ben erflen 3«9 «ine 
weiße gu befommen: 

2 a + b 

äßerben aber jwei 3»gc nad) einanber »orgenommen , vorauf 
gefegt, baß bie gezogene Äugcl jcbeömal wiebet in bie Urne ge* 
worfen wirb, fo fömten bie gezogenen Äugeln fein: 

1) jroei (eßmar^e, 

2) eine weiße unb eine febmarje (in beliebiger Drbnung), 

3) jwei weiße. 

2)ie 3Babrfcbeinli(bfciten für biefe $üUe ftnb alfo nach §. 25, 
wenn auf bie Drbnung in Sejug ber ?lufeinanberfolge feine 
9iütf|tcbt genommen wirb, ber Steilfe nach: 
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W\, 2 W, W* , W“. 

Sür ben gaCf, baf breimal nad) einanber ge 3 ogen n>irb , fönnen 
bie Äugeln fein: 

1 ) brei fcJ>tt>arge, 

2 ) jmei fdjwnrge unb eine weife, 

3) eine fdjwarje unb jwei weife, 

4) brei weife, 

unb bie entfprecffenbeit 3ßaf>rfd)ein(id)feiten finb fomit, wenn »on 
ber Otbnung, in ber bie garben folgen, abgefefjen wirb, be^üglic^ 
W‘, 3 Wf W a , 3 W,W|, WJ. 

Slnaloge ^Betrachtungen führen ju bem ©bluffe, baf bie 
einzelnen 2 öal)rfd)cinlichfeiten für bie möglichen gülle, welche bei 
n wieberijoiten Serfu^en eintreten fönnen, ber 9ieif)e naef) au«« 
gebrüeft finb burcf) bie einjefnen ©lieber ber ©ntwicfelung »on 
(W t + W 2 ) n , alfo nad} §. 15 (5) burd) bie einzelnen ©lieber 
ber 5Reif)e 


W", (") wr-w,, (“) wr»wi, (Jjwr 3 w> w». 

2 )a« erfte ©lieb biefer 9teit>e brüeft alfo bie 3ßaf)rfd}einlid)* 
feit au«, baf bei n SSerfudjeit ba« erfle ©reignif n mal, ba« 
jweite ©lieb, baf bei n SBerfudjen ba« erfte ©reignif (n — 1) mal, 
ba« zweite nur einmal eintreffe u. f. w. 

9J?an erhält fomit allgemein für ben galt, baf 
unter n wieberfyoltcn 33erfud)en ba« erfle ©reignif 
(n — m), ba« jweite m mal in willführlidfer Orb« 
nung eintreffen fotl, bie 3ßaf)rfd)einlicfyfeit 

w = ( n )w*-w? 


n(n — l)(n — 2)(n 

1 .T73 . 4 


3) (n m-f-1) w „-,„ W“ (1) 


änntcrlung. Sollen bic(n- m), foroie bie in gälle in beftimmter 
ßrbtwng auf einanber folgen, fo bat man 

;)-> 

JU fefceit. 

Um bie 2Ba^rfdjeinlid)feit für ben Sali 3 U erhalten, baf 
ba« erfle ©reignif wenigften« (n — m) mal eintreffe, wo alfo 
alle Sülle, in welchen e« mehr al« (n— m) mal jutrifft, mit in 
33etrad)t 3 U jie^en finb, hat man bie Summe au« fümmtlidjen 
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©liebem ber ©ntwirfclung »on (\V, + W 4 ) n bi$ ju bem bie 
2ßaffrfd)finlid)feit, baff baö ctfie ©reigniff nur (n — m) mal 
eintreffe, auSbrüdcnben ©liebe ^u bilben unb fomit ju feffen 

w = w° + (;)wfw 2 + .... + (”)wr-w?....( 2 ) 

Soll baö erfte ©reigniff unter n tüerfudjen nid)t häufiger 
alö (n— m) mal, aber aud) nid)t weniger als (n — m— p) 
mal eintreffen, fo wirb bie betreffenbe 2B«l)rfd)cinlid)fcit erhalten, 
wenn man in ber ©ntmitfelung (W, -f- W 2 )" bie einzelnen ©lieber 
«on bem ©liebe an, in wclcffcm W, in ber (n — m)ten, bis ju 
bem ©liebe, in welchem W 4 in ber (n — m — p)ten ^otenj auf* 
tritt, abbirt. @6 iff fomit in biefem gälte 

w = f“) w r"W J “ + ( m ^ 1 )wr”‘-*Wjr+* + + 

(3) 

Sinb nod) meffr als jwei ©reigniffe möglid) unb be* 
jeidfften W„ W 2 , W 3 , W 4 , .... W r 

ber 9?eil)e nad) bie betreffenben SBaffrfdjcinlidffeiten berfelben, 
fo ffnbet man analog, wie oben für jwei ©reigniffe gezeigt 
würbe, baff ba$ allgemeine ©lieb ber ©ntwirfclung 

(W, + W 2 + W 8 + W 4 + .... + W r )“ 
ober nadj) §. 20 


a,ß,y,...Q 


W“WfW£ 


We 


w «w£WJ;.... We 

-J 12 3 r 


( 4 ) 


a\ß\y\ 

bie 9ßnt)rfc^einlic^feit auöbrürft, baff bei n 3$crfud)en baS erffe 

©reigniff a mal, ba$ zweite ß mal, b ad britte y mal, ba$ 

rte q mal eintreffe. 

31 umer Jung. 


33ejeidjnetG badjenige ber ©lieber berSöinomialreifyefW! -f-W 2 )°, 
weldjeb ben größten Sertfy Ijat, fo wirb bie ü)m cntfpredjenbe 33er# 
binbung ber ©reigniffe, für weidje W, unb W 2 bie 2ßaljirfdjein= 
lidffeiten fmb, offenbar bie größte 2Ba^rf<^etitlid;feit unter allen 
oorfonttnenben 33erbinbungen für ffd) Ijaben. 

Stemmen wir nun an, ba« allgemeine ©lieb 

( m jwr" w? 

2 \> \ , allgemeine Äritbmetif. II. 2 . 5 


\ 
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fei jugfeid) baS größte aller ©lieber unb fefcen barin einmal m — 1 
ftatt m, baS anbere mal m + 1 flatt m, fo refultiren bie beiben 
unmittelbar angrenjenben ©lieber. 9tadj ber tBorauSfcfcung ift nun 


(m ) w " I " W * 1 > f m ^_j)wr’“ +I W ; 

( m +i)wr m - , wr + 1 < (”)wr 


TU— 1 
2 


‘WS 


ober 


n(n— 1) ... ( n— m+2) ( n— m+l )^,»,..^ > 


1.2... (m— 1) 


n(n — 1) ... (n — m + 2V 

— rr r -^Wr m+, W.J 


n(n— 1) 
1 . 


1.2 ... (m— 1) 
(n — m+1) (n — m). 

. .. m (m+1) 


wr m ' , w;+ 1 < 


ober 

ober 


° (p— Um . ( n .-. m + 2 ) ( D m +l) m 

1 . 2 ... m W, W 8 

(n — m+1) W 2 > mW, 

(n— m) W 2 < (m+l)W, 


,(n+l)W 2 > (W, + W 2 )m J 


nW 2 -W, < (W,+W 2 ) m / (0 

©inb nun bem erften Sreigniffe g, ,bem jmeiten g 2 gälte günftig, 
unb im ©anjen g, + g 2 $äde möglich, ift alfo 

gi 


W, 


gi + gs 


W = 

”2 i t 

gi + gi 

w, + w 2 = i, 

unb nehmen mir an, es fei ber SüiebedjolungSeyponent 
n = (gl + g 2 K 

too x irgenb eine ganje pofitioe 3 a ^ bebeutet, alfo 

i n 

gi + g 2 = 

fo wirb: 

il? w _ gj x 

n ' Ws— n' 

nW i = gi x / nW 2 = g 2 x, 

(n+l)W 2 = nW 2 + W 2 = g2 x + W 2 , 
nW 2 — W, = g 2 x — W,; 
alfo nad) ben Ungleichungen (1): 

g 2 x + W 2 > m 
g 2 x — W, < m. 


W, 
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W = 


2luß beiten Ungleichen folgt ober, ta offenbar m eine gauje 
Buljl ift, W, unb \V S aber cdite Söriidjc finb, baft 

m = g.,x, 

alfo n — m = (g! +g a )x — g s x = g t x 

fein mufj, ober baft jtdj »erhält: 

n — m : m = g, x : g s x = — = W, : \V a . 

g , + gg gl + 

2Bir jiefjen hieraus folgenben ©djluft: 

£>ie Saffrfcfteintidjfeit bev 2Serbinbung beiter ßr = 
eigniffe bei (g t -f- g^)x 33erfudjen ift am grßftten, wenn 
beten 2ßicberljolungß$al;lcn f i d) wie bie cn t fpredjcnben 
abfotntcn 2Baljrfd)einlid)!eiten »erljalten, ober wenn 
unter (g, + g^fx |2>erfud)en baß erfte g t x, baß jweite 
g.jX mal cintreffen fotl. 

23efiimmt man baß, entfprcdjente ©lieb ber öntwicfelung 
(Wj + \V 2 ) ( e< + & )x , fo folgt für biejenigc SJerbinbung beiter (ir= 
eigniffe bie größte Saljrfdjeinlidjfeit, für roeldje man l;at: 

3e öfter man bie ißerfudie wieberljolt, um fo metyr fallen 
bie Sicberfyolungcn ber Crrcigniffe ben ifyncn julommenben gün= 
ftigen fällen ober abfoluten SBafyrfdjeinlidjfeiten proportional auß. 

SBefinben ftd) j. 23. in einer Urne 3 fdjwarje unb 2 weifte 
kugeln, unb wirb auß berfelben feljr oftmalß eine kugel ge= 
jogen, bie gejogene kugel aber jeteßmal wieter in bie Urne 
gelegt, fo wirb ftd) fdjlieftlid; bie 2lujaljl ber gezogenen fdjwarjen 
kugeln jur 2lnjal)l ber gejogenen weiften kugeln nafycju wie 

3 ju 2 »erhalten. ÜRan nennt biefeß baß ©efeg ber groften 
3a^len. 

2)eifpiele. 

1) Sie groft ift bie Safyrfdjeinlidjfcit, mit einem Sürfcl unter 

4 Sürfen einmal 6 $u werfen? 

21 u f l ö f u it g. 

®ie Safyrfdjeinlidjfeit 6 ju werfen ift *, bie entgegengefe^te 

2Baljrfd;einlid)feit alfo 

©ef 5 t man fomit 
1 5 

w, = , Wj = n = 4, m == 3, n — m = 1, 

fo folgt für bie »erlangte 2Bal;rfd}einlid)feit 

w = 4 : 3 - 2 1 l 5 ) 3 ^ 125 

1.2.3 ‘ 6 ‘ \6j 321' 
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2) 2öie groß ifi bie SÖ3at>rfci>einfic^feit, baß wenn ein ©elbftücf 
6 mal in bie $i>i?e geworfen wirb, 5 mal bev Kopf nad? oben ju 
liegen fomme? 


Stuf löfun g. 

©e^e 

W, = ~, W* — n = 6, m = 1, n — m =* 5, 
fo folgt 

W = 6 . 

3) 9Bie groß ifi bie Sßafyrfcheinlidjleit, mit einem Süßfirfel bei 
oiermaligem Sßerfen bie 3 a fyl 3 wenigjtenö einmal ju werfen? 



Sluflüfung. 

©ctjt man 

1 5 

W, = g, W 2 = 6< n = 4, m =» 3/ n — m =» 1, 

unb berücffidjtigct, baß ber SBurf 3 aud> meljr als einmal gefdjeljen 
barf, fo erhält man für bie oerlangte SBatjrfcfjeinlidjfeit 


W == Wf + 


IlV 

" 6 + 4 


/ 4\ / 4\ 

1 + J 


ll + 6 


i + 4 


w?w; + 

i\ 2 /5\* 


1 + 20 + 150 + 500 671 

6* ~ ~ — 1296' 


W 

1 
6 


änmcrtung. 8u bemfelben fHefnltate gelangt man auch auf folgenbc 
Söeife: ®ie Sabtf*cinli*feit , bag bie 3abt 3 oierntal na* einanber 

nicht geworfen werbe, ift na* §. 25=^-^ ; folgti* wirb bie Sffiabr- 
fcftcinlidjtcit be§ ®egent()eite§, ober baß fic wenigftenS einmal füllt (§. 2(5) 
_ ( 5 Y-= _ 625 671 

\ 6 / 1296 1296' 


4) 3n einem ®efaße bepnben fid) 5 fcbwar^e unb 3 weiße 
Kugeln ; wie groß iß bie SBaljrfdjcinlicbfeit, in 6 B^en 4 fdfwar$e 
unb 2 weiße Kugeln ju jieljen, oorautSgefefct, baß nad) jebem Bug« 
bie gejogene Kugel wieber in bad ®efäß gelegt wirb? 


Sluflöfung. a 

$>ie Sßatyrfdfeinlidjfeit eine fdjwarje Kugel $u jiefjen ift 

O 

bie eine weiße ju jte^en — **. 

o 
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©efct man baper 
5 3 

W x = -, W 2 == ~, n — 6, m = 2, n — m «*= 4 
fe folgt: 

/ 3\ s 84375 

[ 8/ 262144' 

5) 28ie grof ift bie üBaprfdjeinlidjfeit, mit einem SBtlrfel unter 
8 SMirfen wenig ft enS breimat 6 jit werfen? 


6 . 5 5' 4 
1.28 


2t uflßfung. 

9JJan pat in obigem attgemeincn 2ln3brucfe: 
= 8, m = 5, n — 


Wi = 4 w 2 = \ 
1 6 2 6 


ju fefcen. J)a nun aber 6 aud) mcpr al8 breimal fallen barf, fo 
ift bie ju fud)enbe äBaprfdjeinlicpfeit 


w — w; 4- l wi w, + L wj w? 4- Jw! w| + 


* + 8 b 


2 W!W! + 5 


8 
3 

w; w; 


70 


+ 28 
1\4 
6 


6 

+ 56 


4- 56 

1\* 
6 


6 + 


1 4- 40 4- 700 4- 7000 + 43750 4- 175000 
1679616” 

75497 

“ = 559872 — °' 4 

6) 333ie grop ift bie SBaljrfdjeinlidjfeit, beim 8opf= unb ©dji(b= 
fpiete mit einer fKiinje bei jwei Sßürfen wenigftenä einmal $?opf 
ju werfen? 

Sluflßfung. 

SDtan erhalt 
W = WI 4- 2W.W.. 


= L +2 


+ i- 


Stnmertung. 3 |! temfetben SHefultate gelangt man burcb folgenbe 
8etradjtung : 

$ie fBaprfd)einli(i>teit , bap in beibcn gälten Äopf nicpt fällt, ift 
nacf) §. 25 ■= . * = * ; folglidj bie entgegengefepte ©abrftbein- 

ticpteit, ober bie SBabrfdjeinlidjfcit, bap fidi unter ben 2 Söiirfen Hopf 
befinbet (§. 26): 

= , _ 1 - 3 . 

1 4 


/ 


. I 
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7) 333ic 910(3 ift bic 2Baßrfdjcinlid)teit, mit einem üöiivfel unter 
8 üßiirfen nidjt metjr ald 4 mal, aber niefjt weniger ald 2 mal, bie 
3aßl 6 gu Werfen? 

Sluflöfung. 


35a W t = 


W = 


= 70 


1 

6 

43750 


W 2 

6 2 
5' 4 
6 


ift, fo folgt nad) ©leidjung ( 3 ): 


+ 


k 
&' 5 

6 


1? 

6 


5 

4- 56 

175000 + 437500 
6 8 


1 /» / 1 ü 1 1 ^ 

5 \g 

+ 28 HI \- n 


M 2 / 5 

6 


1 

6/ \6 1 
109375 
“ 279936 


= 0,3907 . 


8- 28. $tc mntyentatifdp Hoffnung. 

©d ift flar, baß beim 2Bettcn ober Spielen um einen 
©erninn biejenige »on gwei '^erfonen beit größeren ©infaß 
bieten wirb, we(d)e bie größere 2Baßrfd;einlid;feit für 
fid) ßat gu gewinnen, ober baß, wenn eine SEBette billig fein 
foll, bie ©infäße in bemfelben SJerßältniffe gu ciitanber fteßen 
inüffcn, wie bie 9EBaßrfcßeinlid)feiten bed ©intreffend bed in grage 
fteßenben ©reigniffed ober bed ©ewinnend. 

93egeid>ncn wir baßer burdt E unb E t bie ©infäße, weldje 
gwei ffferfonen A unb B bieten, bureß W unb W 1 begüglidj 
bie SKaßrfcßeinlicßfeiten, welcßc |lc für ftd) ßaben gu gewinnen, 
fo muß fidß »erßalten 

E : Ej = W : W x . 

gür ben galt, baß W, gur ©ewißßeit ober = 1 wirb, geßt 
E t in ben ©ewinn G felbft über unb wir ßaben fomit: 

E : G = W : 1, 
woraud folgt : E = W G. 

35ad s .|3robuft WG nennt man ben matßematifcßen ^»off» 
n u n g d ober ©rwartungdwertß bed betreffenben ©rcig= 
itiffcd. 

Segeiditteit mir bureß G, unb G 2 irgenb gwei ©ewinne, 
bureß E x unb E ä bie cntfpred;enben ©infäße unb bureß W x unb 
W 2 bie gugeßörigen 2Baßrfcßeinlicßfeiten, fo ift 
Ex = W X G X , E 2 = W 3 G 2 , 


\ 
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(;, = 


folglich »erhält jtd) 


G i 


unb für gleiche (Sinfa^c 

G i 


E, 

W,' 


G, 


E» 

W, 


G* = 

n 

e 3 

W, 

G s = 

= W, 

: W t 


umgefefftt »erhalten wie bic entfpreeffenben 2Bal)r* 
fdfeinltdjfeiten. 9lu3 oorfieffcitbcr Proportion folgt unmittelbar 
bie ©leicffung: 

G t W, = G 2 Wj,. 

©oll bnf)er ein ©picl billig fein, fo muffen bie 
^»offnungömert^c ber ©pielcnbcn cinanbcr gleich fein. 

Sn mertung. SüHc nnocrbdltnijjmdBig ber tSiitfap jitut ©e= 
mimte bei mandheit Spielen genommen wirb, jeiat am tlarfteu ba« bis 
iit bic neuefte 3eit in Saiern beflanbene d'otto'fpiel. 3>ie 6a nt japlte 
ndinlidj ben Äubjug mit bem 15 fachen, bie äntbe mit bem 27 of neben, bie 
'lerne mit bem 5400fadjen unb bie Duaterne mit bem 60000 fatpett 
ISinfafce. 

Serüdfidftigt man nun, baß nach §. 22, Seifpiel 5 bie Sauf 5 Slu§= 
siige mit 5 . 15 = 75 einfdpen bejablt, bagegen 90 ©ttfdpe eingiebt, 
fo ergibt gcf> in biefem gatte ein ©ewimt für biefelbe oon 
15 . 100 


90 


“ 1«! 7o- 


Slnalog frribet man für eine Sämbe, ba bie Saut 4005 (Sinffifje beliebt, 
aber nur bie 10 Stmben, welche gewinnen, mit 2700 (Sinfdpen auSjablt, 
baß fie gewinnt: 

1305 • 100 = 32,5 %. 


4005 


nur 


Sei einer Sterne jiefit bie Saut 117480 ffiinfäfce, japlt bafür 
10 foldjet mit 54000 ©nfäpett ^nrüdt unb gewinnt fomit 
63480 .100 „ . n , 

117480 ~ 54 

Sei eina Oua ferne enblicp beiduft fuß ber ©ewutn ber Saut auf 

88,2 7 «. 

iliiatt erfennt bierau« unmittelbar ben nngebeueren Sortbeil, meldjcn 
ber Staat au« folgen Änftalteu gezogen bat. ba felbft bie SermaltungS 
foften unb fonftiae äuSgaben, welche bie Sant ju beftreiteit batte,' in 
feinem Serbdltnifje ju bem enormen ©ewiitne ftauben. 


SBeifpiete. 

1) A wettet, mit $wei SBürfeln auf ben erflen 2Burf einen 
Pafd), b. !j. gwei gleidje lugen ju werfen, B behauptet ba« ®egen= 
t^eil; wie rnüffen fidj bie Sinfäfce Berber bemalten? 
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Stuflöfung. 

6 1 

®ie SBahrfcheinlid)!eit ju gewinnen ifl für A = — «= — , 

oo 6 

5 

folglich für B = unb eö ift fomit ba« gefugte SBer^ältniß 

6 

1 5 

— : — ober 1 : 5. ©oll ba^er bie SBette eine billige fein, fo 
6 6 

muß B 5 mal fo ttiel einfegen al« A. 

2) A wirft mit 3 SBürfeln unb befommt, fo oft er einen 
Sßafch, b. ff. nur 2 gleiche 3 a ^ en »on B als ®ewinn 

4 ÜJtarE, für {eben anberen SBurf aber nichts; wie oiel £>at A ba= 
gegen einjufegen? 

Stuflöfung. 


®ie jwei SBürfel lönnen 6 »erfdjiebene Safdje geben. ®er 
britte SBürfel fann bann nod) auf 5 Slrten faßen. ®a e« aber 
gleidjgittig ift, welche oon ben brei SBürfeln ben S$af<b geben, unb 
C 3 = 3 ift, fo erhält man 3 . 30 = 90 giinftige gäße unb für 


bie Sßahrfdjeinlidjfeit be« ©ewinnen« = 


90 90 5 

6® 216 12' 


Gs« 


folgt baljer, ba — . 4 


x fein muß, für A ber Sinfag 



3) A wettet mit B mit einem SBürfel jweimal itadt einanber 6 
gu werfen, Stadjbem aber A wirflidj mit bem erften SBurfe 6 geworfen 
hatte, bri^t B ba« ©fiel ab. SBenn nun ber ©ewinn famntt @tn= 
fag 1| SWarf betragen foß, wie oiel hatte jeber einjufegen unb 
wa« ergält jeber, nadjbem ber SBurf gefc^e^en ift, bei rechtmäßiger 
S3ertheilung ber Sinfäge? 


Stuflöfung. 


®ie 3Bal)tfd)ein(id)feit für A, jweimal nach einanber 6 ju 
werfen, ift (§. 25), folglich hat B bie SBaIjrf<hein= 

35 

lichfeit — für ftd> unb bie (Siitfäge müffen fidj fomit »erhalten 
56 « 

wie 1 : 35. A hat fomit SJtarl unb B 1| Warf einjufegen. 

®a nun A einmal 6 geworfen hat, fo bleibt ihm für ba« (Eintreffen 

feiner SBette noch b ' e 2Bahrf<heinlid}feit i unb bie mathematifche 

Hoffnung hat fomit für ihn ben SBerth - . 1-f Wart = -g Warf. 

b 

Sei ber Sertljeilung hat alfo A | Warf unb B 1 Warf ju belommen. 
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4) A unb B fpielcn Biquet. SBer oon ihnen juerft brei ‘ > 43ar= 
tfyien gewinnt, erhält ben Sinfah mit 12 SDtarf, ju meinem jeber 
6 SKarf beigefteuert hat. Sfadjbent A jwei nnb B eine ^3artl>ie ge= 
Wonnen hatte, wirb bad Spiel unterbrochen unb ber (Sinfafc oertheilt. 

2Bie »iel erhält jeber?’ 

Sluflöfung. 

(gewinnt A bie toierte ober fünfte b|3artl;ie , fo erhält er ben 
gangen Oinfag. ®ie 2Ba^rfd)cinlid)feit aber, unter 2 Bartljien 
wenig ft end eine gu gewinnen, ift nadj §. 27 

ir + 2. i.i-i + i-*. 

2| ‘ 2 2 4 ‘ 2 4’ 

3 

folglich erhält A bei ber SSertheilung — . 12 = 9 ÜDtarf unb B 
3 SKarf. 

5) A unb B fpielen um gleiche Oinfäfce. 2Ber guerft 5 Spiele 
gewonnen hat, erhält ben Oinfafc bed anberen gu bcm feinigen. 9?a<h= 
bem A 3 unb B 2 ißarthien gewonnen hatte, wirb bad Spiel untere 
brochen; nach welchem SBerhältniffe ifi ber gange Sa|g gu bertljeilen? 

StufliJf ung. 

2>a nur nod; ^ödhflcnS 4 ^Jart^ien gu madjen jlnb, fo ift bie 
SBahrfcheinliihleit, baff A roenigftend 2 berfelben gewinnt, nad) §. 28 
= Wf + 4WJW* + 6WJ W| 

-(Mra+tö 

— - 1 . + - + — — H. 

16 ^ 16 16 16 
11 5 

@8 erhält fomit A -- unb B — bed Sajsed. 

2 lnmerfung. 

33egeid)nen Wj unb Wj bie SBSahrfc^einlic^Eciten , welche begüg= 
lidj gwei Spieler A unb B für fi<h haben, St> £2 bie entfpredjenben 
giinftigen gäüe, fo hat nad} ber Slnmerfung gu §. 27 bei einer 
(gi + g 2 )xtnaligen Sßieberholung bed Spieled badjenige Spiel bie 
größte SBahrftheinlidjfeit für ftd), für welched biefe audgebrürft ift burdh 

wo bie Opponenten g 1 x unb g 2 x angeben, wie oftmald bejüglidj 
A unb B gewinnen werben. 

33egeid)net nun Ej ben Sinfafc bed A, E 2 ben bed B, fo beträgt ber • 
@ewinn bed A jebedntal E 2 , fein 33erluft bagegen E t , unb ed ift fomit 
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nach (g, + g 2 )x maliger iÜ3iebcvt>cIung beS Spieles im @anjen beffen 
©eminn = g, xEj, unb beffen 2}erluft = g 2 xE,. 

9iun »ermatt fid; aber 

E t : E 2 = W, : \V 2 = g, : g 2 , 
alfo ift g 2 Ej == gl E 2 

ober g, E 2 — g 2 E x = 0, 

fomit audj x(g, E 2 — g 2 E 1 ) = g 1 xE 2 — g 2 xK 1 = 0. 
$)icrauS geljt unmittelbar ^eroor, baß baS Spiet ftetö ein ju billi= 
genbeS bleibt, menn es unter ben oben angegebenen 33ebingungcn 
aud) mehrmals mieberholt mirb. 

SlnberS »erhält cS ficf> aber, trenn einer ber Spieler gegen ben 
anberen irgenbmie im 2?ortl;eilc ift, irie j. 23. bei bem fdjen ermähnten 
Sottofpielc, bem in SBabcortcn häufig gcfpiclten Siculettc u. bgl. 

®enn behalten mir bie obige Sejeidjnung bei, bejei^nen B als 
Sßanfinpaber unb beffen SSorttjeil bur<h V, fo müßte eigentlich bie 
©leichung bcftc^eu : 

(e 2 + V) = W 2 E x , 

ba ber mat^cmatifcbe §offnungS»ertt; beS A = W, (E 2 + V) 
fein feilte. 

3n SBirflicpfeit ift berfetbe aber nur W x E 2 , fo baß ben UT^eil 
W, V bie 23ant für fiep behält. SSßieberholt fiep nun baS Spiel 
(g x + g 2 )xntal, fo ift unter allen fällen berjenige ber maprfd)ein= 
lidjfte, baß A gl xmal getoinnt. 

SBäre bas Spiel ein billiges, fo mürbe fein ©emiitn fein: 
g t x(E 2 4- V) = gj xE 2 + gl xV. 

5)a er aber in äßirflicpleit nur gl xE 2 befommt, fo erleibet er 
jebenfaCtS einen SSerluft = g x xV, ber um fo größer mirb, je größer 
x ift, alfo je öfter fid; baS Spiel mieberpott. §ierauS getjt beutlidp 
hcroor, melden enormen ©ercittn bie 23anf aus folgen Spielen 
äiept, ba biefe fi<b rafcp nach einanber mieberpolen unb x in furjer 
3eit fehr pope SSSert^e annimmt. 

§. 29. ÜBaßilrfjfittlirfjfcit öcr mcitfcffltcßcit Scbcnöbauev. 

1) Manche ^Berechnungen , wie g. 33. bie ber Scibrcnten, 
grtinben fiep auf bie SEöahrfcpcinlichf eit ber in c n f I i d> c n 
SebenSbaucr unb cS liegen benfelben barutn bie fogenannteit 
©terblicpfcits* ober üRortatitatStabellen ju ®runbc, 
b. tf. Tabellen, in tuelcfjen naepgemiefen iß, mic biel bott einer be* 
ftimmten Slit^alfl ffieugeborner in ben berfehiebencnSUtcrSflufcn fierben. 

2) 2>ie beflcn SterblicpfeitStabelten berbanfen mir ben Scib* 
renten* unb SebenSbcrftcherungSanfialten, melche biefelben aus 

# ben eigenen 33cobacf)tungen über baS SIblebcn ihrer ÜBitglieber 
aufgefieUt haben. 2Bir beffen folcfje Säbelten bon SDeparcieur 


i 
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über bie ©eftfccr von Scibrcntcu in Sranfrcicb, von Äcrfcboom 
über bie Siübtentenbejtjjcr in §üUanb, von Sinlaifoit über bie 
Seibrentcnbeftfcer in (Snglattb unb Urlaub, von 3)uvillarb 
für Srattfreicfy, von Duetelet für Belgien, von SaSper für 
Berlin u. in. a. 

Den nadjfolgenben numerifcfyen Seifpielcn »vollen »vir ftetö 
folgeitbc von @üfjmilcf)*93autnann für beibc @efd)lecf)ter auf* 
gefüllte Tabelle 31 t (Srunbe legen: 


älter. 

febetibe. 

SUter. 

Siebctibe. 

alter. 

Vebertbe. 

0 

1000 

32 

427 

64 

172 

1 

750 

33 

421 

65 

162 

2 

661 

34 

415 

66 

152 

3 

618 

35 

409 

67 

142 

4 

593 

36 

402 

68 

132 

5 

579 

37 

395 

69 

122 

6 

567 

38 

388 

70 

112 

7 

556 

39 

381 

71 

103 

8 

547 

40 

374 

72 

94 

9 

539 

41 

367 

73 

85 

10 

532 

42 

360 

74 

77 

11 

527 

| 43 

353 

75 

69 

12 

523 

44 

346 

76 

62 

13 

519 

45 

339 

77 

55 

14 

515 

46 

332 

78 

49 

15 

511 

47 

324 

79 

43 

16 

507 

48 

316 

80 

37 

17 

503 

49 

308 

81 

32 

18 

499 

50 

300 

82 

28 

19 

495 

51 

291 

83 

24 

20 

491 

52 

282 

84 

20 

21 

486 

53 

273 

85 

17 

22 

481 

54 

264 

86 

14 

23 

476 

55 

255 

87 

12 

24 

471 

56 

246 

88 

10 

25 

466 

57 

237 

89 

8 

26 

461 

58 

228 

90 

6 

27 

456 

- 59 

219 

91 

5 

28 

451 

60 

210 

92 

4 

29 

445 

61 

201 

93 

3 

30 

439 

62 

192 

94 

2 

31 

433 

63 

182 

95 

1 





96 

0 
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3) Wittclß ber ©terblicßfeitötabrllc ßnb wir nun int ©tanbe 
für jebcö Slltcr bic 3Balnfd)cinliif)fcit btr ferneren irbenöbauer 
gu beßimmen. 

Angenommen, eö fei 3etnanb g. 33. 30 3al)re alt, fo wirb 
bie 2Bal)rfci)cinIicf)feit, baß et nod) 25 3af)re (ang lebe, gefuttben, 
wenn man mit bet Anzahl bet itacf) ber Tabelle im 30ten 3al)re 
Sebenben in bie im (30-|-25)ten ober 55tctt 3at)re Sebenben bioibirt. 
@6 ift bal)cr , 


benn 255 ßettt bie 9lngal)l ber günßigen itttb 439 bie ber mög* 
lid;en gälle oor. 

®ie entgegengefegte 3Bal)rfcl)cinlid)feit ober bie 3ßal)r|cf)ein* 
licßfeit, baß eine 30 jährige Ijlerfon baS 55te Sebenöjagt nid)t 
erreichen werbe, iß ßiernad) 



255 _ 184 
439 — 439' 


4) drgibt ßcf) für eine jßerfott bie 2Baljrfd)einlid)feit nod) 
m 3al)te gu bureßfeben == ^ , fo iß bie entgegengefegte SBaßr* 

fcßeinliclßeit ebenfalls == unb man nennt in biefem gälte 

m bie wal)rfd)einlid)e SebenSbauer jener *J3erfon. 

Um bic wagrfcf)einlicf)c SebcnSbauer gu beftimmen, feße man 
in ber Säbelte nad); in wie »iel 3af)ren bie bei bent betreffenben 
Stlter angeführte 5lngal)l ber Sebenben nur nod) bie Hälfte 
beträgt. 

3ß g. 33. 3«nanb 25 3al)re alt, fo ßnbet man in ber Sa* 
belle bie entfpredjenbc 2lngaf)I »on Sebenben = 466 unb Ijiertwn 
leben im 57ten 3al)re nod) 237 ober nafyegu bie ^»älfte. 3)ie 
waf)rfcf)eintid)e SebenSbaucr einer 25 jährigen ßJerfon wäre l)ier* 
nad) 57 — 25 == 32 3aljre unb baS waljrfdjeinlictje Sllter 
57 3al)re. 

5) 35Bie man ftef) leicht überzeugt , ßnbet man feiten genau 
bie Hälfte ber in einem beßimmten Alter Sebenben unter ben 
nad)fo(gcnben 3al)len ber SabeHe. 

Um nun gu geigen, wie man bie waf)tfd)ein(id)e SebenS* 
bauer genauer beftiinmt, wollen wir anneljinen, unter P ra mjäl)* 
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rigcn s 4?crfoncn erreicht» P„ Perfoncit baö nte imb P n+1 ba 6 
(n 4 - l)tc SebenSfatyr unb eö fei 

Pn > y- ober P D+1 < P ^. 

3 n biefem Salle liegt offenbar baö wal)rfd)einlid)f Sebenöalter 
gwifd)cn n unb (n + 1) 3 af)ren. SBegcic^ncn wir nun bie 21 n* 
gat>l ber nod) gu n 3al)ren fef)lenben unb ber $iffcrcnj'P D — P n+ i 
entfpred)enbcn üJionatc burdj x, fo erhält man au 6 ber Proportion 


Pn 


r n+l 


: Pn - 
P„ - ^|l2 


= 12 


X = 


p„ 


n+1 


— Sftonate. 


So ifi j. 33. für obige 2lnnaljme P„, = 466, P„ = 237, 
P „ +1 = 228 unb fomit bie waljrfd)einlicf)c Sebenöbauer genauer 


32 3a^rc + 


12 


9 


gjlon. = 32 3a()re 5J ®fon. 


Ä inn er tun g. hierbei roirb ftctü uorauSgefept, baß ba3 Slbficrbeu 
rcät/reiib eines ^afires gleichförmig jtattfinbe. 


§. 30. SJUttlcre ^rbcitßöQuer. 

Dioibirt man bie Summe ber 2lngat>l 3 al)rc, welche g. 23. 
P m m jährige Perfoncn eingeln genommen nad) ber Sterblid)feitö* 
tabelle nod) gu burd)lebcn l)aben, burd) bie 2lngal)l P„, ber Per- 
fonen, fo erhält man bie mittlere Sebenöbauer für eine 
mfäljrigc Perfon. 

Segeicfjnen wir fomit burd) 

P p p p 

1 m / A m-fl / A m-f2 t A ni-J-3 / • • • 

ber fKeilfe nad) bie 2 lngal)l ber im mten, (m + l)ten, (m + 2 )trn, 
(m + 3)ten fiebenSjafjre nad) ber Stcrblidjfeitötabclle nod) lebenben 
Perfonen, fo ift für eine mjäfjrigc Perfon bie mittlere Sebenö* 
bauet 

Pm_-f- Pm+l + P,n+, + Pm+3 + Piu+t_ + •••• 

“ - - - p m 


$iernad) Wäre g. 33. bie mittlere UebcnSbauer einer 85jäl)rigen 
Perfon 

17+144-12 4-10 4-8 + 6 + 5 + 44-3 + 2+1 
17 

82 

=* 4f| 3al)re = 4 3al)re 9-f$ üJioit. 
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2 )a nun aber baS 2 lbfterben nid)t genau mit bem 3 al)re 8 * 
meefyfel gefd)icf)t, alfo nid)t, wie ^>ier oorauSgefe&t mürbe, 51 t 
@nbe eines jeben 3 af)re 8 , fonbern fiel) bie ©tcrbefäUc auf baS 
gattje 3al)t ocrtfyeilen, fo nimmt man an, eS gefdjeljc fold>eS 
gleichförmig unb fe^t barum bie Witte bcS SaljreS als bie* 
jenige 3cil feft, mo bie Sterbefätle eintreten. 

2)ie genauere ^Berechnung bet mittieren SJebenSbauer einer 
m jährigen *ßerfon ergibt ftd) femit mic folgt: 3» @nbe beS erjieit 
3al)rcS leben nod) P m +i ‘.ßerfonen, alfo burc^leben (P m — P m +i) nur 
i 3afjr, unb ba am @nbc beS jmeiten 3al>reS noch P m +2 ^er* 
fonen leben, fo haben (P m +i— Pm+ 2 ) Ißerfoncn jufammen | 3 af)re 
burdjlebt te. gür P m m jährige ^Jerfonen erhalten mir l)iernad) 
folgenbe Summe ton burdjlebten 3ahren: 

(Pm — Pm+Og 3” (Pm+1 — Pm+ 2 )^ + (Pju +2 — Pm+3) £ + ••• 



+ P m+1 + Pm+3 + Pm+3 ~t~ •••• 


folglich ifi bie mittlere SebenSbauer einer m fahrigen fßerfon 

1 . P m+l “I” Pm+2 + P m+3 + . . . • 

= 2 ^ P m 

b. t). bie mittlere SebenSbauer einer ^Jerfon mirb 
erhalten, mentt man mit ber 2lnjal)l ber im gege* 
betten Sllter ?ebcnben in bie Summe aller vorn nächft 
höheren ScbcnSalter an bis juin l)öc^(ien 21 1 1 er 

Sebenben bioibirt unb jutn Duotienten abbirt. 

gür obigcS SSeifpiel erhält man fomit genauer 

2 “* ~ ~ + + 17 ’ ' 

= Y + i 7 = ^ = 4 H 3af)te — 4 3a^re 3jf Won. 


§. 81. (Sljcbauer. 

Unter ©Bebauer »erfleht man bie 21njaljl ber 3al)re, 
melche ein Gljepaar jufammen burcfylcben mirb. 2 lngenommen 
ber Wann fei m 3 al)re, bie grau n 3 ahre alt, fo ift bie Wahr* 
fcheinlichfeit noch v 3at)re ju leben 
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für ben SWann — -p--, 

m 

für bie grau = 1 ^ / 

1 n 

a(fo itad) §. 25 bie Söafyrfcßeinlid/feit, baß beibe nacf) v Safyren 
nocfj am Seben fein »erben: 

Pm + v P n-fv 

= ~p ~ • p ' 

baß beibe uid>t gugleid) met)r leben »erben: 

1 i m+v P njv 

= 1 p • p / 

1 m A n 

baß ber Sftann nod) [eben, bie grau aber geftorben fein »erbe: 
P in-j-vji P n-f-v \ 

“ “PnTl “ ~P7 )' 

baß ber SKann geftorben fein »erbe, bie grau aber nod) lebe : 


= 11- 


m •+■ v i- n+ v 


baß beibe geftorben fein »erben: 
= II - ~ + 


p 

1 * "+▼ 

P„ )' 

unb fct)ließ(id) baß nod) niefjt beibe geftorben fein »erben: 

Pm -f v \ l , P n 


= 1 — II — 


1 


- n-f v 

p rr 


33 eifpiel. 

3Jtan foU bie 2ßal)rfdjein[id)feit ber 21/ebauer eines SljepaareS 
für bie nädjften 18 Saijre beregnen, »enn ber 9Jtann 37, bie grau 
bagegen 32 Gafjre alt ift. 


Stuflöfung. 


2Wan erhält für bie 2ßaljrfd)einlid)feit, baß beibe nadj 18 üatjren 
nod) am Seben fein »erben: 


255 300 _ 15300 

395 ' 427 ~ 33733 


0,4535, 


baß beibe nidft jugleid) mefyr leben »erben: 

( _ 255 300 = 18433 

395 ' 427 33733 ~ 


0,5464, 


baß ber -Kann nod) leben, bie grau aber geftorben fein »erbe: 
255 / 300\ 6477 „ _ 

395 i 1 427/ _ 33733 ” °' 192 ' 
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baß ber -Utann geftorfcen fein »erbe, bie grau aber no* fefec : 

I 255\ 300 8400 ' 

( 395/ 427 — 33733 — °' 249 ' 

baß beibe gefiurben fein »erben: 

(‘ - 1) (* - “?) " SU • 

baß no* ni*t beibe gefiorben fein »erben: 

UO 127 _ 30177 _ 

395 427 33733 ' 

§ierna* ift e« alfo am »afyrfdfeinlidjjlen , baß eine bon ben 
beiben ißerfonen no* am Men fein »erbe; baß beibe juglei* na* 

18 Oa^ren no* leben »erben, ift un»aljtf*einli*, ba 0,4535 iß. 

m 

§. 32. äßaßrfdjeittftdje lidjcöaucv. 

Unter waßrfcßeinlicßcr (Sßebauer verfielt man bie 
Slnjatß »on Sauren, nad) beten 93erßuß bie SBafyrfcßeinlicßfeit, 
baß bie (S^e no* befteße, cbenfo groß iß, alß bie StBaljrfdjein* 
lid)feit, baß ftc aufgelöß fein werbe. 

SSe^eidmcn wir für ein (Sljcpadr biefe walftfcßeinlicße @f)c> 
bauet burd) x unb iß ber SJiann m, bie grau n 3al)re alt, fo 
ift bie äßaljrfcßeinlidßeit, baß beibe na* x Sauren no* am 
Scben fein werben: 


m-fx 


t n-fx 

Pa 


unb baß beibe nidß juglei* meßr leben werben: 


= 1 


■ m-fx 


Pn-j-x 

TT 


Da nun beibe 2Baßrf*einIi*feiten einaitber glei* fein fotlen, 
fo feße man: 


L ni+x 

PÜ 


Pn+x 

Pn 


unb beßimme ßicrauß 


m-fx 


3 P 

n-fx £ u 


■ IU-fX 


p„. 


*- n-fx 

PT 


Um alfo x ju ßnben, bilbc man baß ^robuft auß ber 9lit* 
jaßl ber im Sllter beß (Sl)epaareß Sebenbeit unb jälße nun ooit 
ßiet an in ber ©terblicßfeitßtabeüc um fo oiel 3aßre fort, biß 
bei ber betreffenben SUterßjal)! eine Sln^aßl von Sebenben ange* 
geben iß, wel*e ber Raffte jeneß ‘ßrobufteß gleidßommt. 
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x 33 e i f p i c I. 

äöie grojj ifl bie wafyrfcfyeinlicbe S^efcauev eine« Sffepaare«, 
wenn ber 2Kann 34, bie Stau bagegen 27 3aljre alt ift? 

Stuftöfung. 

tpicr ift P m = P 31 = 415, P n = P 27 = 456, folglich 

P, n P„ = .456 = 94620. iReljmen wir nun x = 10, 

fo wirb P m+ * . P n+X = P 44 . P 3 , = 346.395 = 136670, alfo eiel 
ju grojj. tffiäljlen wir barum x = 18, fo wirb 

Pm+x-Pn+x = P fl , • P 1B = 282.339 = 95598, 
alfo nocfy etwas ju grojj. ®a aber für x = 19 

Pm+xPn+x = P M .P 46 = 273.332 = 90636, 
alfo ju flein ifl, fo liegt bie waf)rfd)einlidje (Sljebauer jwifdjen 18 
unb 19 3al)ren. 

Um ben ju 18 3at>ren fc^lenben Ülfeil y föfonate ju beregnen, 
bilbe man bie Proportion: 

95598 — 90636 : 95598 — 94620 = 12 : y, 
fo folgt hieraus: 

978 12 

7 = ™ 2 ^°" ate (tta^eju). 


§. 33. PHttlcrc (Siebenter. 


^lacf) bem in §. 30 über bie mittlere SebenSbaucr Piitgetfyeilten 
gelft flar Ijeroor, waö man unter mittlerer Gsljebauer ju 
verfielen fjat unb bajj biefelbe für ein (Sfjepaar, wenn bet ftJiann 
m 3af)re, bie grau bagegen n 3a^re alt ifl, aubgebnuft fein 
wirb burcl): 



m-f-1 


n+l 


+ P 


m-f-2 


n+2 


m-f-3 


P„ 


Pn+3 ~f~ ••• 


Seifpiel. 

3Bie groß ifl bie mittlere ©genauer, wenn ber SJiann 84, bie 
grau aber 80 3aljre alt ift? 


Stuftöfung. 

9D?ait finbet nad; ber in §. 29 gegebenen Tabelle für bie 
mittlere Gfjebauer 

= 4 + (17.32 + 14.28-)- 12.24 + 10.20 + 8.17 

2 20.37 

+ 6.14+5.12 + 4.10+3.8 + 2.6 + 1.5) 

€pifc, aflgnwiiu yirüijmeltf. II. 2. Stup- 
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\ + 74Ö ( 544 + 392 + 288 + 200 + 136 + 84 + 60 
+ 40+24+12 + 5) 

1 , 1785 431 , 

2 + W = f48 = 2 ' 91 3 ^ tC - 


§. 34. $ie 4öaf)rfdjctnltdjfett a posteriori. 

23ei allen bisherigen ääkhrfdjeinlichfeitSbeflimmungen war baS 
SBer^ältniß ber günftigen ju ben möglichen fallen auf rechnenbem 
SEBege beftimmbar. ÜJiuß baffelbc aber erft aus SBeobadjtu ttgen 
nnb Erfahrungen htrgeleitet, alfo auf empirifdje SBeife ermittelt 
werben, fo wirb bie ftd; hierauf ftiigenbe äBahrfdjeinlichfeit bie 
2öahrfcheinlid)feit a posteriori genannt unb im ©egenfafce 
ju biefer heißt bie biöh er behanbelte bie SBahrfcheinlidjfeit a priori 
ober bie SEBahrfdjcintidjleit aus @rünben. Es ift flar, bafj 
bie 2Bahrfd;eintichfeit a posteriori nur eine annäljernbe ift unb baß 
biefelbe fid) ber wirltichen SBahrfcheinlichfeit um fo mehr nähert, je 
mehr Söeobadjtungen in SBejug auf bie SBeftimmung beS Eintreffens 
beS EreigniffeS angeftellt würben. 

Um nun einen beftimmten galt oor Slugen ju haben, wollen 
wir annehmen, man habe au® einer Urne, in welcher fid) 5 Äugeln 
non fcfjwarjer unb weißer garbe befinben, fünfmal nadf einanber 
Äugeln gejogen, nadfbem jebe gejogene Äugel fofort wieber in bie 
Urne geworfen worben war, uno baburd) 3 fdjwarje unb 2 weiße 
Äugeln erhalten. ES foK nun hieraus beftimmt werben, wie tatet 
Äugeln oon jeber garbe fich in ber Urne befinben. 

ES ift junachft flar , baß nur oier oerfdjiebene Sinnahnten 
ober § hl 50 tiefen möglich finb. ®ie Urne fann nämlich enthalten : 

a) 4 fchwarje unb 1 Weiße, 

b) 3 = 2 = 

c) 2 = 3 = 

d) 1 s = 4 = Äugeln. 

SBejeidjnen wir nun burdf W t bie SBahrfdjeinlidjfeit eine 
fchwarje, burd) W 2 bie eine weiße Äugel ju jieljen, fo ift 
nad) ber erften §hP ot ^ e f e: 

4 1 * 


W t = 

nach ber jweilen ^hpothefe: 
W, 

nach ber britten $hpothefe: 
W x 


5' 


W 9 


5' 


3 W 
b' Wi! 


W s = + 


3 

5' 
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1 


\V Ä = 


nad? ber oierten Jptjpot^cfe : 

W, = 

*J u 

Um nun obige oier ^tjpotbefen in Sejug auf it;rc 9Baf>vfd>ein= 
Ikbfeit ju unterfu^en, feeren mir ju bem jufammengefeötcn @rcig= 
niffc , 3 fcfywarje unb 2 meige Äugeln ju jicljen, juriirf unb be= 
ftimmen bie SBat;rfc^einlic^fcit , meldje fidj für baffelbe au8 jeber 
ber $i)potbefen ergibt. 

9?ad) §. 27 ift biefe aber auSgebrürft bur<b 


W 


wr wr 


w;wj = iowjwi 


unb e6 mirb hiernach bie fragliche 2Baljrfdfeinlid)feit 
nach ber erften $i)potIjefe: 

*-“(ir&r 

nach ber jmeiten £tjf>otbefe: 

•■—re 

nad} ber britten $ijpot^efe: 

. - 10 (I)' (1)' 

nach ber oierten ^pot^efe: 

. -re . . 

morauS mir fdjliefjen, bag bie jn> ei t e Jg>i;pott?efe bie rua^rfc^einlic^ere fei. 

33eftimmen mir nun bie relatioen 9Bafyrfd)einlid)feiten biefer 
§tjpotI)efen, fo erhalten mir bafür nach §. 24 ber fReiije nadj: 


W' 4 = 


640 

3125 

1080 

3125 


720 

3125 

160 

3125 


128 

625' 

216 

625' 

144 

625' 

32 

625' 


1) 

2) 

3) 

4) 


w ;' - 


128 


w ; = 


w ; = 


w ; = 


128 + 216 + 144 + 32 
27 
65' 

18 
65' 

4 

65" 


128 

520 


1.6 

65' 


21 6 
520 
144 
520 
32 
520 

9Jun oerbalt fid) aber 

16 27 18 4 128 216 144 32 

65 ’ 65 ' 65 ' 65 “ 625 * 625 * 625 ’ 625 

ober W" : Wj' : W 3 ' : W 4 = W; : W 2 : W' : W 

morauä mir folgenben ©cbluß jieben: 

3)ie SBaljtfdjeinlicbfeiten ber ^>^^ot^efen oer= 
batten fid> mie bie aus ihnen b erBor 9 c, ienben abfo= 
luten 2öabrfcheinli<hfeiten ber beobachteten (Sreigniffe. 

c* 


4 » 
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2Bir fcejeic^nen ljiernad) biejenige tpppottjefe als bic toatjrfdjein= 
Iid;fte, für treibe bie 2ßalfrfdjeinlid)feit eines tefonberS begegneten 
SreigniffeS ben größten äßcrtlf f)at. 

©teilen wir uns nun bie Söfung ber Aufgabe: 

,,933te groß ift unter ben oortjin gemalten 33orauSfe^ungen 
bie 2Bafyrfdjeinlidjteit, bei einem fedificn 3 u ä e eine fc^toarje füget 
ju sieben" 

fo tjaben mir gunädjft für ben Satt, baß fidj in ber Urne »irftidj 
3 fdftoarge unb 2 weiße fugein befinben, bic certangte S35ab>rfc^ein= 

3 

tid)feit = — , ba aber bie 333afyrfd)eiutid;feit biefer .^ppottjefe nach 
o 

Obigem fetbft = — ift, fo folgt für bie aus beiben SBaljrfdfeiw 

bö 


Iid)!eiten jufainmengefetjte SBat;rfd)eintid)feit 

27 ,81 

65 — 325' 
Stnatog finbet man unter 33orauSfe(jung ber 
bie 2Baf)rfd}eintid;feit für ben 3 U 9 einer fdftoarjen 

_4 16 64 

5 ' 65 — 325' 
unter 33orauSfefcung ber britten §ppotljefe: 

2 18 36 


W" = 

1 5 


w; = 


Ws 5 ' 65 325' 


erften £>ppotljefe 
fuget : 


unter SorauSfefsung ber »ierten ^pppottjefe: 

14 4 

W" 

4 5 65 325 

9tadj §. 22. 4. ijl fomit bie gu beftimmenbe SBaljrfdjeinlidffeit 
beS 3 u ö e3 einer Wwarjen fuget bei einer fedjften 3 4e b un 3 : 

= w“ + w; + w 3 " + w 4 ' 


81_ ^ 4 ^ 185 _ 37 

325 + 325 + 325 + 325 “ 325 ~ 65' 


Slum er tu ng. ®ic SafjrfdjeinlicbteitSrecbnuug finbet ihre fdfönfte 
«nwenbiutg bei ber SBeftimmung begangeiter gebt« bei Scobadjtungcn 
fotoie bereit SluSgtcidjung. 

®ie Unterfudbungcn erforbern jebodj fienntnijj ber {^bereit sDlatlje» 
matit unb ntüffen hier übergangen »werben. 


§. 35. Aufgaben jur Hebung. 

1) 2Bic grob ift bie SICafjrfcbeintiitjfett, baß eine in bie 
£öt)e geworfene SJftittge mit ber <Sci)rift naci) oben gefetfrt auffäflt? 

2) SÖetjufS ber SSerloofung eines ©egcnftanbeS würben 
400 Sooft gemacht. 2ßie grob ift bie SQ3nt>rfdjeintic^feit , ben* 
fetten gu gewinnen, wenn man 8 fotdjer Soofe anfauft? 
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3) 2Bie groß ift fcic 2ßaßrfd;eiitlicßfeit, mit jwei SBürfeln 
einen ffjafeß, b. ß. givci glciißc Slugcn ju werfen? 

4) $Bie groß ift feie äBaßrfcßeinlicßfcit, mit jwei SBürfeln 

10 ju werfen? 

5) 2Bie groß ift bie 2Baßrfcßcin(id;feit, mit jwei SBiirfeln 

11 ju‘ werfen ? 

6) Sßelcße äßnßrfd;cinlid;feit ßat man, auö einem Eignet- 
fpiele auf ben elften 3«g einen Honig ju jießen? 

7) 2öic groß ift bie 2Baßrfd;ein(icßfcit, auö einem gemifeßten 
s 4?iquetfpiele eine Harte oon feßwarjer garbe ju jießen? 

8) 3n einer Urne beftnben ' fteß 6 fd)warjc unb 10 weiße* 
Äugeln; wie groß ift bie 2Baßrfeßeinlid;feit, auö berfelbcn auf 
ben elften 3ng a) fine feßwarje, b) eine weiße Hügel ju jießen? 

9) 3n einer Urne beftnben fteß 8 feßmarje, 3 weiße, 9 rotße, 
10 blaue unb 6 gelbe Hügeln; wie groß ift bie äöußrfd)eitilid;feit, 
auf ben erften ©liff eine rotße ju erßalten? 

10) 2JL5ie groß ift bie äBaßrfeßeinlicßfeit, auö einem gcmifdjten 
4 4?iquctfpie(c auf einen 3ng a) 2 Goeurö, b) 3 Hönige, c) 4 Harten 
pon rotßer garbe ju jießen? 

11) SBie groß ift bie 2ßaßrfcßcinlicßfcit, auö einem gemifeßten 
^iquetfpiele auf einen 3«9 a ) 5 Harten von einer garbe (p, ß. 

5 doeurö ober bgl.), b) 3 Harten oon gleichem üßertßc, c) 3 
Harten oon »erfdjiebencr garbe ju jicßeit? » 

12) äßie groß ift bie SGBaßrfcßeinlitßfcit, auö einer Urne, in 
welcßer fuß 5 feßwarje, 7 weiße, 6 blaue, 8 rotße unb 10 gelbe 
Hügeln beftnben, auf ben erften 3ug a) eßer eine rotße alö 
eine feßmarje, b) eßer eine gelbe alö eine feßwarje ober weiße 
Hügel ju befommen? 

13) 3n einer Urne beftnben ftd; 10 fd;warje, 3 weiße, 7 rotße 
unb 11 gelbe Hügeln. 2Bentt man nun auf beit erften ©riff 
jwei betfelbeti ßernuönimmt, wie groß iß bie Sßnßrfcßeinlicßfeit, 
baß biefe eßer eine feßmarje unb eine weiße, alö eine rotße unb 
eine gelbe feien? 

14) 2luö einem gemifeßten ^iquctfpiele Wirb eine Harte ge* 
jogen. 2Bie groß ift bie SBnßrfcßctnlicßfeit, baß biefe eßer ein 
Silb fei, alö ein 2lß? 

15) A, B, C unb D fpielen mit Sßiquetfnrten. A tßcilt 
biefelbett in ber SBeife auö, baß jeber ber vier Spieler 8 Harten 
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erhält unb bie leßte Trumpf ift. SWan foll beregnen, wie groß 
bic Sahrfcbcinlichfcit ift, baß D cljcr nur eine« Trumpf, al6 
»ier unb nicht nteljr Harten »on berfelben garbe erhalte? 

16) Sie groß iß bie Sahrfcheinlichfcit, aue einem ge* 
inifd)ten S£aroffpiele »on 54 Harten ^nerß eine Jaroffarte unb 
hierauf einen Honig ju jiehen? 

17) 2lue einem gemachten ‘.ßiquctfpiele werben 7 Harten 
gezogen; wie groß ift bie Saf)rfd)ein(ict)feit, baß ftd) unter 
biefen 4 (Soeure beßnben? 

18) (5e befe^t Scmanb in ber gewöhnlichen 3ahlenlotterie 
‘ »on 90 Turnern alle in 12 'Humern enthaltenen Slmben, 

Jemen, Guaterncn unb Guinten. Sie groß ift bie Sal)rfcheiw 
lichfeit, baß er a) eine 2lmbe, b) eine lerne, c) eine Guatcrnc, 
d) eine Guinte gewinnt, wenn 5 Turnern gezogen werben? 

19) (§e befejjt Seinanb in ber gewöhnlichen 3ahlfnlotterie 
20 Bumern. Sie groß ift bie Sahrfcheinlidjfcit, baß ftd) 
unter ben 5 Jrcffern a) eine unb auch «ur eine, b) nur 
jwei ber befehlen 9Jumern beßnben? 

20) 2lue einem gemißhten Jaroffpiele »on 54 Harten 
werben 11 berfelben gezogen. Sie groß iß bie Sahrfcheinlid)* 
feit, baß fid) barunter 5 »on ben »orl)anbenen 8 (Soeurö beßnben? 

21) Sie groß ift bie Sahrfcheinlichfcit, mit einem Sürfel 
bie 3af)l 1 fünfmal nach einanber ju werfen? 

22) Sie groß iß bie Sahrfcheinlichfcit, mit 2 Sürfcln auf 
einen Surf bie 3alßfn 5 unb 6 ju werfen? 

23) Sie groß iß bie Sal)rfd)einlid)feit, mit 4 Sürfeln 
auf einen Surf bie 3aht fn ^ 2, 3 unb 4 ju werfen? 

24) Sie groß iß bie Sahrfcheinlichfcit, mit einem Sürfel 
in 3 auf einanber folgettben Stufen bic 3 a hl tn 4, 5 unb 6 
$u werfen? 

25) SDer h°d)ße äBurf mit 3 Sürfeln gewinnt. A unb 
B haben bereite feber 14 geworfen. Sic groß ift bie Sal)r< 
fcheinlichfeit, baß C gewinnt? 

26) Sie groß iß bic Sahrfc^einlid;feit a) mit 4, b) mit 
5, c) mit 6 Sürfeln jwei unb nur jwei gleiche Slugen ju 
werfen? 

27) 3n jeber »on 4 Urnen beßnben ftd) 6 »on 1 bie 6 
numerirte Hügeln »on gleicher garbej wie groß ift bie Saf)r* 
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fd)einlicf)ffit, auf ben erfien ®riff rinc Äugel von beftimmter 
§arbc unfc beftimmter Sfuiner gu erhalten , wenn man nid)t 
weif, wie tie Äugeln ber ftarbe nacl) in ben Urnen verteilt finb? 

28) 2)ie erfte von gwei Urnen A uitb B enthält 7 fdjwarge 
unb 6 blaue, bie anbere B 5 frfjwarge unb 9 blaue Äugeln; 
wie grofj ift bie 2Baf)rfd)tiitlicf)feit, blinbliitgö eine fd)Warge 
Äuget gu ergreifen? 

29) 3n einer Urne befinben fid) 12 fcfywarge unb G weife 
Äugeln. 2üie grof ift bie 2Bal)rfd)einlicl)feit, baf fid) unter 7 ge* 
gogeitcn Äugeln 5 fetjwarge befinben? 

80) ?luö einem gemifdjten s 4Jiquetfpie(e von 32 Äarten wirb 
jweiinal eine Äarte gegogen; wie graf ift bie 3Bal)rfcl)einlid)feit, 
baf unter ben gegogenen Äarten von ben Äöitigen über 3)ainen 
wenigftend eine fei? 

31) 2Bie grof ift bie 2ßal)rfd)einlid)fcit, baf auö einem ge* 
mifd)tcn üaroffpicle von 54 Äarten nad) breimaligcm 3iU)fH 
wenigftenö eine von ben Äönigen, ober ben (£oeurö, ober eine 
von ben Xaroffarten fclbft fid) befinbet? 

32) 5ßie grof ift bie 2Baf)rfd)einlid)feit, mit einem Süürfel 
viermal nad) einanber bie 3uf)l 6 gu werfen? 

33) ®ie grofj ift bie 2Bal)rfd)cin(icf)frit ; baf mit 2 SBürfcIn 
bei gweimaligein Söerfcn wenigftenö einer ber Sßürfe 7 ober 
5 fällt? 

34) ffiie grof ift bie 2ßa^rftf)cin(ic^feit, mit einem ©ürfel 
unter 5 SBürfen gwcimal biefelbe 2Jngaf)l Slugen gu werfen? 

35) 2Bie grof ifi bie 2ßal)rfd)eiit(id)feit, baf ein ©elbftiitf, 
weld)e8 fed)6mal in bie £>öl)f geworfen wirb, breimal mit bem 
Äopfe nad) oben fällt? 

36) 2Bic grof ift bie 2Bal)rfcf)einlid)feit, mit einem SBürfcl 
bei fünfmaligem SEBerfen wenig fielt® breimal bie gleiche 3«Ijl 
gu werfen? 

37) 2ßie grof ift bie 2Öal)rfd)ctnlid)fcit, au3 einem ®e* 
fäfe, in welchem fid) 6 fdjwargc unb 3 weife Äugeln befinben, 
in 8 3Ü9 f u 6 fdjwargc unb 2 weife Äugeln gu gieren, Wenn 
nad) iebetn 3ugc bie Äugel wieber in ba® ®efäf gurücfgclegt 
wirb? 

38) 5Bie grof ift bie 2Bal)rfcf)cinlicf)feit, mit einem ÜBürfel 
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dritter Stbfdjnitt. 


bei fünfmaligem SBerfen nidjt mtljr alö viermal, aber aud) nicf)t 
weniger alö sweimal bie 3<# 6 gu werfen? 

39) A wettet, auö einem gemifcfyten s 4Jiquetfpiclc auf ben 
erfien 3ug ein SBilb gu giefjen ttnb fegt 1 Wf. ein, B behauptet 
baö ©egentfjcil. 2ßic viel l)at B bagegen ju fegen? 

40) A wettet, mit jwei 2Bürfeln auf ben erfien 2Burf 9 
gu werfen, B bagegen, auö einer Urne, in welker fiel) 3 fcfjwarge 
unb 15 weifte Äugeln beftnben, auf ben erfien 3ug eine fcfjwarje 
Äugel gu gieren; wie muffen ftd> bie ßinfäge von A unb B 
SU einanber vergalten? 

41) @6 wettet 3ewanb, auö einem gemifdjten 5|liquetfpie(e 
unmittelbar nacl) einanber ein 2lß unb einen Äönig von ber 
gleiten garbe gu gieren unb erhält im galle beö ßintreffenö 
20^3 Warf alö ©ewinn; wie viel fann er bagegen fegen? 

42) ßö fegt Semaitb 2ÜWf. ein unb behauptet mit 4 SBürfeln 
brei unb nur brei gleiche 3al)len gu werfen; welcher ©ewinn 
muß ifjm im gatte beö ßintreffenö gu 31;eil werben? 

43) A würfelt mit B mit einem SBürfel in ber Söeife, baß 
A 5 3)lf. einfegt, von B aber immer fo viel Warf erfjält, alö 
er Slugen wirft. 3fi biefcö 6piel ein gu billigenbeö unb wenn 
rticfjt, wer ifi alöbann im Siortljeil? 

44) 2Bie groß ifi bie 2Bal)rfd)cin(ief)feit, baß eine 30 j % 
rige *ßerfon noef) 30 Sagte lang lebt? 

45) 2ßelct)e 2Baf)rfcgcinlid)feit f>at eine 37 jäljrige Sßerfon, 
72 3af)re alt gu werben? 

46) SBeldje SBagrfcfjeinlidjfeit gat eine 36 jägrige 5ßerfon, 
61 Sagte alt gu werben? 

47) 2Bie groß ifi bie wagrfcgeinlicge Sebenöbauer einer 
47 jährigen 5J3erfon? 

48) 2)cr Wann eineö ßgepaareö ift jegt 40 3agre, bie 
Srau bagegen 32 3agre alt. Wan foll für bie nädjfien 15 3agre 
bie Sßagrfcgeinlicgfeit berechnen : a) baß beibe noeg leben; b) baß 
beibe niegt gugleitg megr leben werben; c) baß ber Wann noeg 
leben, bie §rau aber geftorben fein werbe; d) baß ber Wann 
geflorben fein werbe, bie grau aber nod) leben werbe; e) baß 
beibe geftorben; f) baß nod) niegt beibe geflorben fein werben. 

49) 2Bie groß ifi bie wagrfcgeinlicge ßgebauer, wenn ber 
Wann 42 3agre, bie grau bagegen 37 Sagte alt ift? 
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50) Die mittlere Sßebauer cincö Sßevaared ju berechnen, 
wenn ber ÜRann 86, bie grau 82 3at>re alt ift ? 

51) SBie groß ift bie 2Bal)rfcf)einlid)feit, baß jwei Sl)e* 
gatten, »oit welchen ber eilte 32, ber anbere 37 3al)re jäßlt, 
noc^ 25 3a^re jufammen leben? 

52) Die Sleltern eined ÄittbeS von 10 3al)rcrt ftnb 38 uttb 
30 3af)rc alt; wie groß ift bie SBaffrfcfyeinlichfeit, baß biefc brei 
gamilicnglieber ttod) 20 3af)re jufammen leben? 

53) Sine gamilie befleiß auö 6 ©liebem. Der 23atcv ift 
37, bie Sflutter 31 3a()rc unb bie 4 Äinber ßnb ber 9icil)c nad) 
10, 8, 4 unb 2 3af)re alt. SBie groß iß bie 2Baf)rfd)cinlid)fcit, 
baß fämmtlidß gatnilienglieber ttod) leben, wenn ba£ jüngftc 
Äinb 20 3al)tc alt geworben ift? 

54) 3n einer Urne beftnben ftd) 5 Äugeln von fdjwarjer 
unb weißer garbe. Sßad) viermaligem 3i f lß>i — wobei jcbeflmal 
bie gejogene Äugel wieber in bie Urne gelegt worben war — 
fyat man 3 fdjwarjc unb 2 weiße Äugeln gejogen. 3Bie groß 
iß bie SBaßrfdteinlidßeit, baß man bei einem fünften 3 u 3 e 
Wieber eine fcfjwarjc Äugel erhält? 
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S3on beu SiecbnungSavten , Wefd>e ft<b auf bie utenf<hUdfw 
©terblicfyfeit grihtben. 


A. ßeredjnttttg ber Atisfteuertterftdientngöctnlagen. 

§. 36. (Erflärung. 

©ei ber 2lu8fteuerBerfid)erung wirb gegen eine ein>- 
malige, ober jährliche (Einlage, fogeuannte Prämie, einem 
Äinbe, fobalb baffelbc ein feftge fefcteb Silier erreicht hat, 
oon ber ©erficherungbanftalt eine beflimmte ©umme auöbejaf)lt. 
3)ic ©rämienjahlung gefdiief)t in ber Siegel ju Sin fang eineb 
jeben 3al)te6, bie 2lufy«l)lung Bon ©eiten ber Slnftalt am (Silbe 
ber fcftgefefcten 3fit- (S'efd)ief)t bie ©erftcberung in ber SBcife, 
bafj, im gaffe bab Berftdierte Jfinb ftirbt, bcBor eö baö fcft- 
gefegte Slltcr erreicht l)at, bic ©crfidKrungöanftalt Wicber bie 
bereite eingebauten ©ctrage ol)ne 3infen jurücfjiigeben bat, fo 
ergebt biefelbe noch eine fogeuannte 3ufafcprämie. 

©tatt aller weiteren (Erörterungen wollen wir bie micfjtigften 
ber hier in ©etrad)t fommenben gölte nadjfiefjcnb alb allgemeine 
Slitfgabcn beljanbeln unb burd? Scifpiele erläutern. 

a. ©erccf)nung bei einmaliger (Einlage. 

§. 37. Slufgabc. 

2Bclcf)c (Einlage k m ifl jefct für ein m jährige« 
Äinb in eine 2lu$fleuerocrficf)erungSanftalt ju machen, 
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wenn bemfelbeit bei erreichtem ntni Sc benöjafjre 
ein Kapital K au6beja()lt werben füll unb ber 3i»tdfufj 
ju p % beregnet wirb? 

21 u f l ö f u n g. 

9ief)inen wir an, bafj gleichzeitig P m m jährige Jfinber »er* 
fidjert werben, fo ergebt bie 2?erfid)erung0anftalt Pm ©inlagen 
unb il)re baarc (Sinnafjme ift foinit 
— I in . k m . 

21on biefen P m Äinbent erreichen aber nur P n baö nte 
2cbcnöalter, alfo foinmen nur P„ 2$erftdjcrung«fummcn jur SluÄ* 
jaf)(ung unb ber baare SBertlj ber 2lu£gabeit ber 2lnftalt ift bafjer 
_ P„^ K 

“ l,0p n -- m ‘ 

©cfct man nun bie ©innafjmen gleid) ben 2lu$gaben, fo 
ergibt fiel) bie ©leidjung 

Pn ■ K 
i,0p n -“ 

unb hierauf bie baare ©inlage 

k _ P n _K_ 

P m ‘ 1,0p"-“ ' 

Um biefer ©feidjung (1) eine für bie praftifefje 9?edjnung 
unb tabellarifdje 3ufammenfie(lung bequemere gönn ju geben, 
fdjreibe man bafur 

P D 1,0p“ 
k " - P. ■ 1,0p" 


k,„ = 


K 


ober 


P„_ 

l^Op“ 

p 

ni 


K 


( 2 ). 


9Jun finb aber 


1,0p" 


_P. ,mh J*“ 

1,0 p" b 1,0p" 


offenbar nid>tö 2lnbereö als bie baaren SBertlje boit be^üglid) 
P n unb P m Äapitaleinljeitcn für n unb m Saljrc zurücfgefüljrt, 
alfo pr 3cit ber ©eburt. ©efjen wir jur 2lbfürpng allgemein 
Pn 


1,0p" 

fo geljt obige ©leidjung (2) über in 


( 3 ), 
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Vierter SU’fdinitt. 



Sö ift flar , bafj wenn man nacl) ©leidptng (3) fämmtlidje 
SBcrt^c »oit $}„ ltad) bet <Stcrblid)feitötabeüe für alle Sßertfjc 
»on n = 0 bis n = 96 beftimmt unb tabellarifd) jufantmen« 
ftellt, bie jebeömalige 33erecf)nung »on k ra nacl) ©Icidjuttg (4) 
auf eine einfache SHcctjnungSoperation jurüefgcfüljrt ift. SBir 
Ijaben biefc SEBertljbeftimmungcn mit 3ugtunbelegung bet 33 au» 
mann»@üfinu lcf)’fd)en <Stcrblid)feitötabellc für p = 3 unb 
p = 4 auSgefülpt unb in ben am Silbe beS 23ud)cö befind 
licken Tabellen I unb II jufammcngeftcHt. 

P M 

21 inner! uitflett. 1) Setftfftnifj p , atfo and? non^" , 

I in V m 

Meibt filrbeftinnnte SBertfe uoit n mtb m ftct-3 baffelbe, unb c§ ift fomit 
in äöeäiifl auf beit SBertb ber tSinla^e gleidjgiUig, wie eiet Äinber fiep itt 
einem getroffen alter bei bet SBcrfidjetung bettjciligen. 

2) 28 ie Irintnge k,„ loirb in 2ßirf(id)feit reu ber älerfidjerungSanftalt 
mitiirlicfi etwas böber berechnet, um bie ä$erroattunge'ti.'fteu unb bgt. 
beefeu 51t ton nett, öietüber ift ans ben Statuten ber betreffenben 'An- 
ftatten ba§ aiäfjere gu erfetjeti. 


50 e i f p i e l e. 

1) Sin Siub ift gegemodrtig 5 Oaljrc alt. ÜDtan miß betn-- 
felben bei erreiditem 18tcn Scbenäjafyve eine Summe »011 1200 Söfarl 
fidjern; mclcpe Sinlage l;at man jeßt ju machen, loenit ber .ginSfuf 
ju 3 °/ 0 berechnet wirb? 

Srfte 2tuflßfung. 

Sßenben mir bie ©leidjung (1) an unb fepen bafetbft 
m = 5; n = 18; K =■ 1200; p = 3, 

P m = P 5i = 579; P„ — P lg = 499; 

499 1200 

fo folgt: k 5 = 5?g . = 704,23 2flarf. 

3l»eite Sluftöfung. 

9lad; ©leidjung (4) ift 

lr ^18 tr 

^ t „ 5 W ' 

ober ba nad) £abeße I 

i)„ = |) 18 = 293,1100000 
f) ro = IJ5 ■= 499,4506923, 

fo folgt: 

OOQ 1 1 

— ' 1200 = 704,23 fKar!, 


wie eorljin. 


499,4506923, 
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2) Hßeldjc Einlage hat man bei bev ©eburt eine» fiinbeS ju 
machen, um bemfelben nach erlangtem 20ten 3a^re eine ©umrne »on 
1000 SDlf. jujufichern, bei Scredjnung eines 3 J projentigen 3inSfujjeS ? 


©egt man 


51 u f l ö f u n g. 


m = 0; n = 20; K = 1000; p = 3|; 
P m = P 0 = 1000; P„ = P*« = 491; 
fo folgt aus ©leicfyung (1) 


^91^ 1000 

1000 ' 1^Ö35 20 


491 

1/9897888 


= 240,76 SDlf. 


§. 38. 2lufflal>e. 

SBelche 3ufagprctmie z m mufi eine 2luöfteuer< 
»erficherungSgefellfchaft nehmen, um bie im raten 
SebenSjaljre eine« ÄinbeS bejahlte ©inlage k m , im 
Sali baffelbe »or erreicfjtcm nten SebenSalter fietben 
füllte, ju biefet 3 ei t jurücf erftatten ju fönnen. 


Sluflöfung. 

3)ie Slnflalt ergebt »on P„, gleichzeitig »erfic^erten Äinbcrn 

Pm . Z w 

an 3ufafcprämicn. 33on biefen P m Äinbern erreichen aber nur 
P„ baS nte SebenSalter, alfo h at bie Slnftalt (P m — P„) 93er* 
ftcherungSprämien gu vergüten. 2)cr baare Sßertl) ihrer 2luS* 
gaben iji bemnach 

_ km(P,„ — Pn) 
l,Op" ; "‘ * 

©egt man nun bie ©innahmen unb bie 2lu$gaben einanber 
gleich, f° erhält man bie ©leichung 

p __ km(Pm— P n ) 

m • Zra = 1,0p"-" 

unb hieraus bie »erlangte 3»fagprämie 

_ k m _(P m -P„) 

~ Pm. 1,0p—' 


km 

1,0p"- 


P„ 

Pm 


(i) 


= k„ 


1 

Xop»- 


_Pn 

1,0p" 

Pm 

1,0 p" 
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Vierter abfdjnitt. 


“jRlpa 


ober nad) §. 37. (3): 



33eifpicle. 

1) SBie groß ift tote oon einer 2lnftalt ju bcredjnenbe 3 u f fl Ö ; 
pramie, toamit biefcl6e eine im 6tcn ScbenSjalJre eine« SinbeS ent= 
ridjtetc ßinlage Don 1 00 SDif . im 20tcn 3aljre »ieber jurütferftatten fann, 
trenn 3projentige" 3* n t en beregnet »erben? 


Srfte Sluflßfung. 

©efct man in ber formet (1) 
m = 6; n == 20; k ra = 100; p «= 3; P m = P ti 

fo folgt: 


100 


P so = 491; 
491\ 


567; 


- “ l 1 - 5Ü| “ 8 ’ 861 m 


3)a 


1,0p" 


3»eite Sluflöfung 
1,03 


r^rn - 0, 6611178 


h _ K _ 271,8 551250 

“ $T ~ 474,8537654 °' 572503 ' 

fo »irb nad; ©leidjung (2) 

z R = 100 (0,6611178 — 0,572503) = 8,8615 5D?f. 


2) äßeldie 3ufaöprantie muff eine 33erfidjerung$anfialt bei 3 pro= 
jentigent 3*n^f u 6 e in 9?ed;nung bringen, »enn fic bie bei ber ©eburt 
eines SinbeS bejahte -Prämie Don 50 SDif. im 24ten 3al)re jurüd= 
bejaplen foll ? 


Srfte 2luflöfung. 

©ef}t man in ©leidjung (1) 

m = 0; n = 24; k m = 50; 1,0p == 1,03; P = P u = 1000; 
P„ — P 24 = 471 ; 


471 

1000 , 


= 13,011 m 


fo folgt 


50 

l,03 2i 
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3»eite Kuflßfung. 


Po 


■Jfadj ©leidjung (2) ifi: 

Z “ = 50 (i^ 

/ '231,70110531 

= 50(0,4919337 - - ' 100Q | 

== 50(0,4919337 — 0,2317011) 
= 50.0,2602326 = 13,011 W. 


g. 39. 3l«fgol)c. 

©in 5t i n b würbe im mten SebenSjaljrc mit einer 
©inlage k m verfidjert. 9.ß e l cf; e 3ufa(jprämie Z m f;at 
bie SSerfidjcrungdanftalt ju berechnen, wenn fie, 
im Safte baö jfinb ba6 nte 8cbcn«ia^r n i cf; t erreicht, 
gu biefer 3 c » * bie Einlage k m fammt ber 
Prämie jurücfbejaljlen foll? 

Sluflöfung. 

9tacf> ber ©leiefjung (1) bcS t>orf>crgef>enben ißaragrapljen 
erf)äft man unmittelbar bie ©leicljung 
kn 


unb f)ierau$ 


7 p 

y » ro i "m i r n 

~ 1,0p”-“ 1 P m 


z m = 


k,„ 1 - 


P„ 


ober 


1,0p"- 


Z m = 


1 + 


P„ 


km 

l/Jp n - m 

p 

*• m 


km 

P P 

A m A n 


(l) 


(Sbenfo erhält man auö @leid;ung (2) beö §. 33 für vor* 
liegenben Sali: 

i M 

l,0p”- m J)„ 

unb finbet hieraus. - 

km (2) 


Z m = (k ro -f- Z m ) 


Z m = 


. 1,0p” - 


p,u — p n . l,0p”- n 


— 1 


AV . 
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3ufafc. 

Unter ©erücfftchtigung btr SBertfje ber einfachen 3ufa&brämie 
z m in §. 38 (1) unb (2) läjit ftef) ber SZBertt) von Z m in vor» 
fteljenben ©leichungen (1) unb (2) auch attSbrücfen burch 



Zm 


©eifpiel. 

2Bie (jod) beregnet fidj bie 3 u fa&P' ; ämie für baS erfte ©eifpiel 
be$ §. 38, wenn aufjer ber Einlage auch noch bie 3uf“l?P r ® m ' e 
juriiefgegeben toerben fotl? 


SlufliSfung. 


2>a nad) jenem ©eifpiele 

z m = 8,8615 m. 

ift, fo wirb nadj (3) bie verlangte Bufafcprämie 


8,8615.100 886,15 

100—8,8615 — 91,1385 


9,72 SWf. 


b) ©erechnung bei jährlicher (Einlage. 

§. 40. Aufgabe. 

SBelche Prämie k' m ijt für ein Äinb vom Sin» 
tritt feincö mten SebenSjaljreS an praenuraer ando 
jährlich ju entrichten, wenn bemfelben nach er» 
reichtent nten SebenSjafjre eine ©umine K auSbe» 
gahlt iverben foll unb bei ber ©erechnung ein 3*nS» 
fujj von p% i u ®runbe gelegt wirb? 


Slufläfung. 

Nehmen mir an, bajj ju gleicher 3«it Pm rajährige Äinber 
verfeuert iverben, fo leben gu Slnfang beS 

lten, 2ten, 3ten, .... 3af>reS 

Pm , P -fl , Pm-f-2 , • • • . 


Äinber unb bie Slnftalt erhält fomit ber SReihe nach an Prämien : 

k m * Pm , k m . , km« Pm^-2 , . . . . 

welche bis jum erreichten nten Saljre bezüglich amvachfen ju 
k'm • Pm • 1,0p*—, k' m X+, . 1 ,0p"-"- 1 , k' m . P m+2 . 1,0p*—*, . . . . 
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3)er 2Bcrtl) fämmtlidjer Prämien ber im mten Scbcnöaltcr 
vcrjtcherten Äinber ift bcmnad) bei erreichtem nten 3ahre 
= k' m (P m . l / Op n_n> + P m+I . i,Op"-”-‘ P m+2 . 1,0p"-”- 2 
+ .... + Pn— 1 • 1/Op) (1) 

1 On" / | ” rn + 1 | *■"+> . i Pn— 1 

” ‘ ' 1 \l,Op“ ^ i,Up m +‘ ^ i,up“+* i ( üp" -‘ 

ober wenn mir bie SluSbrürfc 


Pin P m+1 Pm-f-2 Pm-j-3 

1,0p“' •i7öp“+ T ' i,üp“+ 2/ i / 0p m + :i ' 
analog wie früher, bejüglid) burch 


P 


n— 1 


1,0p" -1 


/ J)m+1 / $m+2/ ^m+3 / Pn— 1 

bezeichnen unb bie nach ber StcrblidffeitStabcllc vom nten SebenS-' 
alter bis jum Schluffe fortgefe&te Summe 

+ Pm+l + $)in-i -2 + + .... = — J) m . • • • ( 2 ) 


fe&cn : 

= k' m .l,Op n — v-p n ) (3) 

3)a aber baS nte 3ahr nur von P n Sinbeni erreicht wirb, 
fo bie Süerftdjerungöanftalt noch 3$erjicherung$fummen 
ober eine Summe 


= P„ . K (4) 

ju leiften. 2lu8 ber ©leichfefcung ber beiben SluSbriicfe (3) unb 
(4) ergibt ftd) alfo bie ®!eid)ung 

k' m . 1,0p" - Z$ n ) — P n . K 

unb hieraus bie jährliche Prämie 


k'm 


ober 


P„ . K 1,0p- „ 

(— $tp, - ^i)„) 1,0p" K 



M inner tun gen. 1) Die gafjreSprämie k'„, ift wieber twn ber 
änjabl ber ju gtcidicr ;fcit ber Änftalt bcitrctcitbcit ‘pcrfoiten unabhängig, 
inbent baS $evnältnifj 

Pn 

filr jebe Stujabl oon gleichzeitig ocrfiebcrtcit Ambern bafjdbe bleibt. Sei 
ber Skftitmnung bcS älkrttjcü p„ u. f. m. (egt man bc-jtjalb wieber bie 
©terbtiebteitätaoette ju (örunbe. 


2) SBic früher bie baare Ctnfage, fo wirb amt) in oorlkgenbem 
gatte bie berechnete i|5rämie etwas ju niebrig auSfatlcn, iubem bie Sin* 
ftalt, ber SerwattungSfoftcn u. bgl. wegen, ftcf> einen fteinen 3uf<htag 
ertauben muß. 

5\m\s. All0fmdiu Sritljmcttf II. 2. Uufl. 7 
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3) §at man einmal bie SBerthc non 

29i, ZV" ^»3 

berodmet, fo bat inan nicht ment notbioenbtg, für jcben neuen SSJcrtf? 
»an m unb n bie burct) (Stcicbuiig (0 auägebrütfte @uinmation oorju- 
nehmen, loeSbalb and) fiit bie praftifdje anwenbung bie formet (5) bie 
3 »ecfmäf;igcre ift. *ei ber Söeftimmung ber Sertbe oon .2+ beginnt 
man am ' »ortbeilbaftefteu mit bcin fmdifteu 'Älter, berechnet atfo bet 
SReitjc nad; 

29m. ZP M , SVbs, ■ ■ ■ 
unb fteltt fotebe tabetlarifd) gufamuien. 

Xettn man hat 


ZVo, = P» 5 + K; = P 95 

zp 9l = p D1 + p 85 

-’Ps 3 = t *93 + PfU + ?95 

— iVs + i’? 9 « 

-Poi — P92 + P93 + P94 + Par, 

= Pdä + -Pn.i JC- 

Stuf biefe SBcife mürben bie mit i’P„ überfefiriebeneu Sotumnen 
ber atn (Sube be« Smutje« befinblidjeu Tabellen I unb II berechnet. 


Seif fiel. 

äBelcfye grämte ift für ein 12 fahrige« fiiub jährlich ju cnt= 
ridjten, wenn bemfelben bei erreichtem löten Lebensjahre ein Kapital 
con 500 ÜÄf. auSbejalflt »erben fotl unb bem jginäfujje 3 % i u 
©runbe gelegt »erben? 

Srfte Slufliifung. 


Dhne 2ln»enbuttg ber Tabelle I erhält man burdj ©leidjfefjung 
ber Slu«brücfe (1) unb (4), aenn man barin 


m = 12, n = 18, K == 500, p = 3; 
P m = I*i2 = 523; P„ = P 18 = 499 


fefct: 

499 . 500 = k' 12 (523 . 1,03« + 519 . 1,03 5 + 515 . 1,03 4 + 
511 . 1,08® + 507 . 1,03* + 503 . 1,03) 
249500=k', i (624,4893 + 601,6682 + 579,6370 + 558,3835 + 
537,8763 + 518,0900) = 3420,1393 . k' x2 ; 

folglid) ift 


k' 


12 


2495 00 

3420,1393 


72,95 M. 


9lad) 


ber 


3^ eite äuflßfung. 
ÜabeHe I ift 



$>„ = P u = 293,11 
= = 8168,5848294 

= = 6159,6116903 


alfe nadj obiger gormel (5): 
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293,11 . 500 

8768,5848294 — 6159,6116903 
_1 46555 _ 

2008,9731391 2 ' 5 • ’ 


8. 4L Aufgabe. 

2üeld;e 3ufabprämie z' m l) a t eine 2lnftalt ju 
nehmen, wenn ein mjäbtiged Äinb burd) eine 3 a t) r c 0 * 
Prämie k' m auf ein im nten Sebcnöjal)« fälfigcd 
Kapital K unter ber ©ebingung oerficbert werben 
foll, bafi, im 3 alle cd t>orf)cr ftirbt, f am int liebe 
©erficberungdprämien (ohne bie 3»f a bP r ^ m * c n) 
jurütfjujablen finb, fobalb bad Äinb b ad nte 3abr 
erreicht hätte? 

21 uf 16 fu ng. 

©on P m im mten 2ebendjaf)re verfteberten Ämtern (eben jn 
SInfang bed 

lten, 2ten, .... (n — m)ten Satjred 


unb bie 21nf)a(t erbebt t>on benfelben an 3>*ü 1 bPrämien ber 
SReibe nach: 

z m • i m , z ra * P m-f-1 / .... Z m . 1 n — 1* 

2)er ©Jcrtb ber (Sinnabmen ift fomit am (Silbe bed (n — mjten 
3abred ober bei crrcid)tcm nten Sebcitdjabrc ber Äinber 
= z' m (P m . 1,0p“-“ + P m+I . 1,0p"-”- 1 + .... + P„_, . 1,0p) 

- » '» • >.«P- rL- + -ffer + .... + rfer) 


" ‘ ' 1 U-°p m 1,0p"'!- 1 ’ — 1 1,0p 1 — * / 

— Z m . 1,0p" (J),,, |)in+l + .... + Pu— 1 ) 

= z'm . 1,0p" (2Q n - 2% n ) >(1), 

wie ftd) foldjcd aud) aud $. 40 (3) unmittelbar ergibt. 

2>a non ben P m wftdjcrteu Ämtern im 
lten, 2tcn, .... (n — m)ten 3af>re 

ber 9Jei()c nad) 

P m Pm+l , P 111-i l — I 1114-2 , . . . . P a — 1 P n 

fierben unb biefe bie Prämie nur 

1, 2 , ... . (n— m) 

mal entrichtet buben, fo ift bie von ber 2lufta(t nad) (n — m) 
3abren ju leiftenbe üRücfoergütung 
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— k' m (P m P m-fl) + 2k' m (Pm+l Pm+ä) + • • • • 

+ (n — m) k' m (P„_i — P„) 

= k' m [P m + Pm+l 4-Pm+2 + 1 — ( n — Hl) P n ] . . . . (2) 
®c()t man tum tote (Sinnahme (1) unb bie Sluegabe (2) 
cinanbcr gleich, fo crt)ält man bic Oleidtung 
*» . 1,0p" (-2JL - ^n) = k'm [P m + P m+1 + . . . . 

+ P n — i — (n — m)P„] 

unb hieran« 

, k' m [P m + P m +i +....+ P n — i — (n — nt)P n ] ^ 

*--- — w m- -• <3) 

Söeifpiel. 

SBcIc^e .ßufahprämie barf eine SluSfleucvoerfidterungSanftalt 
nehmen, wenn ein ffinb im 12ten Sebenöjahre mit einer nad) er= 
reichten! 18ten 3af)re ja^baren Summe t>on 500 5Dif. unter ber 
SBebingung oerfidjert würbe, baß, im gafle e« »or erreichtem 18ten 
3al;re fterben foÜte, ju biefer ßeit fämntttidje 25erfid)erungSpränuen 
jurüdbeja^ilt werben, bei (Berechnung eines 3 projentigen äinäfuße« ? 

(Srjle Sluflöfung. 

Seftimmt man juerft bie QaljreSprämie, fo finbet mau bafür 
nadj bem Seifpiele ju §. 40. 72,95 ÜJlf. 

befolgen wir ttun bei ber ©eredjnung ber ,3ufa(}präniic ben in 
obiger allgemeinen Slufgabe eiugefdjlagcnen 3Beg, um jugleich biefen 
baburdj ju erläutern, unb nehmen wir nad) ber Stcrblicpfeitstabelle 
an, baß fid) gleichseitig 523 jwölfjährige Jtinber in ber angegebenen 
2Beife oerfichert haben, fo jeigt ba« (Beifpiel ju §. 40, baß ber 
2Berth aller OahreSprämien ju je 72,95 ülif. , welche biefe Sinber 
bi« jum erreichten 18ten Sebcnäalter an bie Slnftalt entrichteten, ju 
biefer 3 e it 

= 72,95 . 3420,1393 9fif. 

beträgt. ®a hiernach bitreh eine 3ahre«präntie »on 72,95 3)?!. ber 
SBertl; 72,95.3420,1393 (DIE. , alfo burd) bie arämieneinheit 
3420,1393 ÜJ?E. ersiett Wirb, fo liefert bie .ßufahprämie 7 'i» ben 2ßerth 

z v2 . 3420,1393 2Nf (1) 

$on ben 523 zwölfjährigen Sinbern fterben aber im 
lten, 2ten, 3ten, 4ten, 5ten, 6ten 3af)re 
ber (Reihe nad) 

4, 4, 4, 4, 4, 4 

Sinber unb bie (Riitfoergütung ber Slnftalt i|t fontit 
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= 72,95 . 4 + 2 . 72,95 . 4 + 3 . 72,95 . 4 + 4 . 72,95 .4 

+ 5 . 72,95 . 4 + 6 . 72,95 . 4 = 6127,8 ÜRf (2) 

SluS (1) unb (2) folgt 

z' 12 . 3420,1393 = 6127,8 
unb 


6127,8 

3420,1393 


1,79 ÜÄf. 


3®eitc Sluflöfung. 

SWachen wir jur Seftinmmng ber 3 u f a ÖP r “ m * e ®ebrau<h oon 
obiger allgemeinen gorinel (3), fo wirb 

72,95 (P,, + r,, + l'u + l’,5 + + Pit ~_6 - Pu) 

^12 1,03 18 (-i'Jjji; 

72,95 (523 + 519 + 515 + 5114-507 + 503 — 6 .499) 
1,702433 (8168,5838304 — 6 1 59,610691 3) ~ 

= 72,95 . 84 _ 

1,702433.2008,9731391 

Sei (Entrichtung einer 3ahve«prämie 

= 72,95 + 1,79 = 74,74 3J?f. 
fann alfo bie Slnftalt bie DMtfoergiitung ber bi« jum Höbe entriß 
teten Prämien gemähten. 

§. 42. Slufgabc. 

SBcldje 3ufa^prämte f) a t eine 2lnftal t $u berechnen, 
menn ein mfähtige« Äinb unter ber Sebingung mit 
einer Summe K »erfichert mirb, bajj, im Salle e« uor 
erreichtem nten Seben« j a 1) r e fterben feilte, f ä m m 1 1 i d) e 
Prämien beim Hebe jurücf gegeben merben muffen? 

Sluflöfung. 

®Jan berechne beit fünftigen Setrag, welchen bie P m mjäf)* 
rigen Äinber nad) (n — m) 3af)ren ber Slnftalt entrichtet h^bett 
(§. 41), unb beftimme bafür bie entfprechenbe 3ufahprämie. 

3ur (Erläuterung biene nad)ftcl)cnbeö 

Seifpiel. 

Sin 12jährige« Sfittb mirb mit einer 3ahre«pvämie oon 72,95 SRI. 
unter ber Sebingung »erfid)ert, bajj, im Sali baffelbe oor bent 
18ten 2eben«jahre ftirbt, fammt liehe Prämien am £obc«tage 
juriidbejahlt merben müffen. SSelche 3 u fat5lH'äuue hat bie Slnftalt 
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ju beregnen, wenn babei ein 3projentiger 3‘ n8 f u 6 J u ®runbe 
gelegt wirb? 


äuflöfung. 


®ie Vnftalt ^at nadj bern Seifpiele be« §. 41 im 
lten, 2ten, 3ten, 4ten, 5ten, 6ten 
3al)re ber Steife nad) jurücfjugeben : 

4.72,95; 8.72,95; 12.72,95; 16.72,95; 20. ?2, 95; 24.72,95. 
Sßürbe fie nun biefe Summen fogleidj bei eingetretenem SCobeSfaÖe 
riidoergiiten , fo gingen für fie bie betreffenben 3' n f en unb 3i n f cS = 
jinfen oerleren. 2kan l)at bemnadj jeben SBertb auf ba8 18te 3a^r ju 
beredeten unb erhalt aisbann für bie »on ber Sani ju leiftenben 
Vergütungen bie Summe 

72,95 (4 . 1,03 6 +8.1,03 5 + 12. 1,03 4 + 16 . l,03 3 + 20. 1,03* 
+ 24.1,03) 

= 72,95 (4,7762088 + 9,2741 920 + 1 3,5061056 + 1 7,4836320 
+ 21,218 + 24,72) 

= 72,95.90,9781384 = 6636,84 Sil. 

®iefe Summe ift nun burd) 3 u f a bP r “nüen aufjubringen. 

®a nad) bem Seifpiele ju §. 40 ber SKSertt) fammtlidjer V*ä= 
mieit ^u berfelben ßeit = 72,95.3420,1393 beträgt, alfo eine 
Prämie Bon 1 DU. bie Summe 3420,1393 2)?f. oerfdfafft, fo wirb 
bie 3ufo^l 5 'tämie 


6636,84 

3420,1393 


= 1,94 ÜJif. 


§. 43. Shtfgabe. 

SBelcbe 3ufaßpräntie Z' m uiuß eine Slnflalt ncb* 
ineit, wenn fie, tut SflHc ein itn mten 3 al)re «er» 
fictyerteö Äinb oor erreichtem ntett Scbettöjabrc ftirbt, 
a) 3 U bicfer Seit, b) bei b e nt $obc beö jfiitbeS fümnit* 
liebe 3>crfid)erungöprämieit fnmmt 3 ufaßpraititen 
gurücfgebnt fo ll? 

Sluflöfu itg. 

s )Jfait berfabre analog wie in §. 41 tittfc §. 42, ttur fejje 
man in beiten SäUeit k' m + Z' m ftatt ber Serffcbtrung«» 
Prämie k' m . 

Scifpiele. 

1) Sffiie groß ift bie 3ufabpräntie Z' m , meldte eine Verftdjernng8= 
anftalt für ein 12 jährige« SHnb ju nehmen Ijat, wenn fie, im gafle 
baffelbe oor bem 18ten Lebensjahre ftirbt, ju biefer 3 e ü fämmtli^e 
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PerfidjcrungSprämien a 72,95 P?f. famrnt fcen .gufahprämien jurud= 
geben feil? 

Muflöfung. 


Wad) bem Peifpiele $u §. 41 hot bie Mnflalt in biefent galle 
84(72,95-f-Z'„,)Pif. jurücf$u$ahlen unb beträgt bie Summe, wetdje bie 
ftinber an biefeibc entrichtet hoben, (72,95 -+-Z' m ) 3420,1393 ÜRf. 

X>a alfo, wie in beit »orbcrgehenben Peifpieleu, eine Prämie 
oon 1 bie Summe 3420,1393 Pff. ermirft, fo finbet man au8 
ber Proportion 

3420,1393 : 1 = 84(72,95 + Z' m ) : Z' m 
bie 3 u f a hP r ömie 


Z' m 


6127,8 

3336,1393 


-= 1,83 TU. 


2) SBeldje 3ufafcprämie hot bie Mnftalt ju berechnen, wenn in 
«orhergehcnbem Peifpiele bie Mitnahmen unoeränbert bleiben, bie 
fRücferftattung aber bei bem £obe oed Jffinbed erfolgen feil? 


Muflßfung. 


Unter SBerücfficbtigung bee Peifpiel« $u §. 42 erhalt man bie 
Proportion 

3420,1393 : 1 = 90,9781384 (72,95 + Z'J : Z' m 
unb hierauf 


6636,84 
3329,161 1 


1,993 TU. 


S. 44. Aufgaben pr Urbuttg. 

1) SBeldfe (Einlage ift für rin ßjüljrigeä Äinb in eine Per; 
ftcherungSanftalt fogleid) ju jalflen, wenn bemfelben nach »oll* 
fiibetem 24ten 3al)re eine Summe von 2500 Pif. auflbejahlt 
werben foU unb bie 3i»fen ju 3 °U berechnet werben? 

2) (Sin Äinb foU bei ber ©eburt mit 3000 Pif. , auf fein 
21te6 ?eben0jal)r jalflbar, verftchert werben. s JBie grofj ift bie 
einmalige (Sinlagc bei Perecfjnung 3 progentiger 3i»fen? 

3) SBelche (Sinlage hot eine Sinftalt für ein 8jührigcö ftinb 
ju berechnen, wenn baffelbe mit 1000 Pif., zahlbar bei vollenbetem 
18ten3al)re, verfid)ert werben foU unb 3 n / 0 3'nfen angefeht werben? 

4) Sin ftinb wirb im Ilten SebcnSjahrc in ber SBeifc ver* 
fichert, bajj ihm nach erreichtem 18teit 3af)te 400 Pif. auöbejahlt 
werben, im Solle e6 aber vorher ftirbt, ju biefer 3cit bie Sinlage 


i 

i 
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wieber gurütferftattet werben foll. SBelchc 3**fn&prämie bnrf bie 
Slnftalt in biefem gallc nehmen, wenn btm 3in8fufj 3progentige 
Sinfen jtl ©tunbe gelegt werben?- 

5) Sin 5?inb würbe bei ber ©eburt gegen eine einmalige 
Sinlage in ber SBeife »crftchert, bafj ihm nad) »ollenbetem 18ten 
3al)re 2500 s Dlf. auSbcjahlt werben, im gälte eö aber vorher 
ftirbt, bie Sinlage $u biefer 3cit jurütfgegeben werben foll. SÖBeldje 
3ufat>prämie h«t bie ®an! bei 3 % 3<nfenanfah gu beregnen? 

6) SBetcfje 3nf a hbrämie hat eine Slnftalt gu ergeben, wenn 
ein Äinb bei ber ©eburt auf 2000 SÜtf., nad) »ollenbetem 21ten 
3at>re gnljlbar, »crftchert wirb unb bie Serftcherungöprätnie fammt 
ber 3i<fn&ptamic gu biefer 3eit gurütfgegeben werben follcn, im 
galle baö i?inb vorher ftirbt? 2)en 3in$fujj gu 3 % berechnet. 

7) Sin lOjährigeö jfinb foll gegen Sntrichtung einer 3al)re6* 
Prämie mit 4000 ÜJtf., gal)lbar nach erreichtem 18tcn 3aljtf, 
ftdjert werben. 2ßie grofi ift biefe Prämie, wenn 3 progentige 
3infen be{ed)ttet werben? 

8) Sin Äinb würbe bei ber ©eburt auf eine Summe, gahl* 
bar bei erreichtem 18ten SebenSjahre, gegen eine gu leiftenbe 
3ahreSprämie von 10 5Jlf. in ber SBeife »erftd)ert, bafi wenn e« 
vorher fterben feilte, bie Slnftalt gttr begegneten 3eit bie bis 
gum 3wbe begabten Prämien gurüeferftatten iitufj. 2Bcld)e 3 u f a ^ 
Prämie barf bie Slnftalt berechnen, .wenn 4projentige 3infen in 
Slnrechhung gebracht werben? 

9) Sin 10 jähriges Äittb würbe gegen eine 3ahreSpritmie 
.von 20 9Jlf. auf baS 18te Sebcnöjaljr »crftchert. SBelchc 3ufaj)' 
Prämie hat bie SScrftcherungSanflalt gu nehmen, wenn fte gu 
biefer 3 e *t fänimtliche Prämien gurüefgeben muß, im gälte baö 
Ifinb vorher ftirbt, bei einem Slnfaf) 4 progentiger 3>nfen? 

10) SBelchc 3ufa()prümie l)at bie SBanf gu nehmen, wenn 
in ber Slufgabe 8 bie Slngaben unveränbert bleiben, bie Diücfc 
gewährung aber beim £obc beS Äinbeö gefchchen foll? 

11) ®tan foll beftimmen, welche 3ufafcprätnie eine 93er* 
ftcherungSanftalt unter ben in Slufgabe 8 gemachten 93orau$* 
fe&ungen gu nehmen hat» wenn fte fämmtliche 3ahre6prämien 
nebfl 3wfabprämien im 18ten 3«h te gurürfgeben foll? 

12) 5ßie groß wirb bie 3ufaf)prämic für »orhergeljenbe 
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Aufgabe fein muffen, «mm bie Vergütung nad> erfolgtem 9lb* 
(eben bed ffinbed gefrf)ef)en foU? 


B. Beregnung ber (Einlagen btt fiinbenterforgungskalJen. 
§. 45. (Svflftrung. 

©ei ben Itinberocrforgungdfaffrn faitn bic jut feftgcfc&tcn 
3eit (18ted, 21ted jc. Scbcndjabr) ein bad »erforgte ft'inb ju 
enlricbtenbe 3«b(ung nid)t im Voraus fejlgcfefct roerben, inbem 
nämlich fämmtlicbe Äinber, welche in gleichem Sllter »erftebert 
mürben, eine befonberc Äaffe bilben unb beren ©eiträge, mit 
(Sinfcblufj ber Ijicran^ ermad}fenen Erträge, ju ber feftgefejjtett 
3eit an bie noch (cbenben fiinber eben biefer Äaffe glcidpnäftig 
»erteilt werben. 2BiU ein Äinb fpäter einer fdjon befteljenben 
Äaffe beitreten, fo ifl feine Prämie natürlich fo ju berechnen, 
bajj cd mit ben früher beigetretenen gleiche Slnfprüdte auf bie 
betrcjfenbe Haffe bat. 


S. 46. Stufgobe. 

©on P 0 neugebornen unb gleichzeitig einer Haffe 
beigetretenen Hinbern zahlt jebed eine jährliche 
Prämie »on r 0 an eine ©erforgungdfaffe; man foll 
beftimmen, weldje Prämie ein ein», z'uei», brei*... 
(n — 1) jä t) ri g cd Hinb an biefe Haffe z« entrichten 
bat, um bei pollenbctem nten fiebendjabrt gleiche 
Slnfprüdje an bie Haffe zu hüben, wie bie »on jenen 
©enge bo men noch Sc ben ben. 


Sluflöfung. 


Die jährlichen Prämien betragen ber 9tcif>e nach 
P 0 r # , P t r„ P s r 0 P„_,r 0 

unb zur ©ertheilung fommt foniit rtad) n 3af)ren bie Summe 
r„ (P„ • 1,0p" + P, • 1,0p-» + P., ■ 1,0p— 2 + . . . + P„_, . 1,0p) 

= v 1 /°p"(p„ + i^op + ITv + i,0p 3 + + l7^ 


= r o • l,Op n (J)o + $1 + + • • •• 4- $n-l) 

= r„. l,0 P “(^ o -Sp.) («) 

©on betrP,, Hinbern leben aber nach erreichtem nten Sabre 
nur nod) P„, unb ber Slntheif eined jeben Hinbed ifi bemnach 
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r«.l,0p n 


( 2 .% - 2 %) 


_ r.(2p 0 -2p B ) m 

$„ (1) 

Rehmen wir nun ferner an, ba|j ju 2lnfang be« zweiten 
3a!jre« berfclben Saffc P t einjährige Sinter beitreten unb 
bafj biefeiben eine jährliche Prämie t 1 entrichten, fo erhalten wir 
auf analoge SBeife für bie naef) (n — 1) fahren jur Sluöjahlung 
foinmeitbe Summe 

r, (Pi.l / Op n - | + P,.l,Op n -*+P,.l l Op-»+ ... +Pn_,. 1,0p) 


r, . 1,0p» 


A + _A_ + _A + 

1,0p ^ 1,0p* ^ 1,0p 9 ^ 


+ 


p„- 


1,0p“- 1 

== Ti • 1,0p" (p! + JJjj + + + ^n— l) 

= r x . 1,0p" (2% - 2ty a ) 

unb ba nach (n — 1) 3af)ten nur noch P n »on ben bamal« ein 
jährigen Sinbern leben, fo ifl ber Slntheil eine® jebett 


r !^_°P “( vfc - 2 %) 

r, (4»i - 2p n ) 

)ßn 


• ... ■ (2) 


r, = 


Sollen nun beim Sturze ber Saffe bie Sinber, welche im 
Sllter ooit einem 3ahre ber S’affe ber Reugebornen beigem 
treten ftitb, mit biefen gleiche Slnfprüche hnben, f» muffen bie 
beiben Sluötrücfe (1) unb (2) einanbet gleich fein unb man erhält: 
r 0 (2$ u -2%) = r, (2p t - 2%) 
unb hieran«: 

r„(2p 0 - 2%) 

2 % - 2pr- • 

$>urcf) eint ähnliche Betrachtung ftnbct man für bie J 4$rä* 
mie r 2 ber zweijährigen Siitber, welche ber Saffe ber Rtugebornett 
beizutreten wünfehen: 

_ r 0 (2%-2lß n ) 

• r * “ 2% - 2p n 

_ r 0 (2%-2p n ) 

2% - -2% 
r _ r o (±%-2p a ) 


unb ebenfo: 




u. f. w. 
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Seifpiel. 

SEBetdje jährliche grämte ^at ein 10 jähriges £inb an eine 
SJerforgungSfaffe ju entrichten, wenn e$ an einer non Neugeborenen 
mit einer OaljreSpräinie oon 12 ÜKf. gegriinbeten Äaffe gleichen 2ln- 
theil nehmen lriti, bie Slnfialt 3 procentige 3> n f en berechnet unb bie 
Saffe bei erreichtem 20ten Lebensjahre geftürjt wirb? 


31 uf löfung. 


ober 


Nach ber obigen allgemeinen Gsntwicfelung wirb 

. T _ 12 (i% - ±% 0 ) 

10 “ 

.12 (14660,089— 5584,208) 

• r io 9358,257”— 5584,208 

- - 28,857 9Kf. 

3774,049 ' 


3ufäfcc. 

1) ©egen eine 3ufafcprämie gemährt auch *” vorliegendem 
galle, wen» ba« Äinb vor ber fcftgefefcten 3fil fierben follte, 
bie Slnftalt bie Nücfvergütung fämmtlicher Scrftcherungöprämien 
ohne 3infen. 

SBejeichnet z 0 bie 3ufabbrämie, r o i«h r l*d}t ®erftcherung«* 
Prämie für ein neugeborene« ßinb, fo ifi ber äücrtt) ber ©eiträge 
fämmtlicher Äinbcr nach (a) 

= ( r o + z 0 )l,Op n (^ 0 — ^J„). 

Nun jahleit aber bie im 

lten, 2ten, 3ten, .... nten 3cth« 

fterbenben tfinber nur 

1, 2, 3, nmal 

bie betreffenbe Prämie, alfo hat bie Slnfialt jurttef jugeben : 

r 0 [(Po-PO + 2(P 1 -P 2 ) + .... + u(Pn-l Pn)J 

= r o (Po + Pi 4" P« + 4- Pn-1 — nP„). ...(/?) 

unb ber Äaffe verbleibt noch: 

(r 0 + z 0 )l,Op“(^ 0 - ^n) - r 0 (P 0 + 1 \ + 

P* + • • • • 4* P n— i — nP „). 

2) a bitfer Sßertl) gleich bem Sßerthe aller 58erftcherung$* 
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SSierter Äbfdjnitt. 


Prämien fein mujj unO jebem 5t inte terfclbe 2lntfyei( ungefefpnälert 
verbleiben foll, fo erhält man bic ©leidjung: 

(r fl + z 0 )l,Op"(^ 0 - 2ty.) - r 0 (P # + P, + 

P. + .... + Pn-r-nP.) = r 0 1,0p" (2p a - ... (y), 

woraus folgt: 

r 0 (Po + Pj 4" ?2 + •••• 4~ Pn— i — nP„) 

WÜF ^n) 

2lnaIog erl)ä(t man für bie biefer Äajfe beitretenben 1, 2, 
3, jäbrigcn jfinber: 

r l (Pi + Pz + P 3 + + Pn — 1 — (n — 1) Pn) 

1 , 

r 2 (P* + P 3 + P4 + •••• + Pn— 1 — (n — 2) P„) 


Zn 


z» = 


W'i±% -~W « ) 

u. f. n>. 

©ollen bic ÜBerftctjerungöprämien fanimt 3uf«ÖPrämien jurücf* 
gegeben werben, fo l)at man in ( ß ) (r 0 + z 0 ) ftatt r 0 ju 
febeit unb erljält nact)'(y) bie ©leidjung 
( r o + z 0 )l,Op n (— — — l)n) — (r 0 + z„) (P 0 + Pj + P 3 + ... 

+ P n — 1 - nP„) = r 0 . l,Op"(^ 0 - 
folglich für 

r , z _ r u .l,Op"(>’*) 0 -^f)n) 

° ° _ 1/0 P “(— ^)(i — Pn)— (P„-(-P, + P 2 +...+Pn l -nPJ 

2llfo wirb 

1 On n f N 1l ) 

_l,0p«(^ (J --pl)-(P ü +P 1+ ]{+:j^.. 1 -nP n ) 

2) ©oll ein jfinb bei ber ©eburt gegen eine einmalige 
Baljiung k 0 in ber Älaffe ber SReugeborncn »erftefjert werben, fo 
muff ber 2Bertf) 

P« • k„ . 1,0p" _ P 0 . k 0 

Pn “ f n ’ 

ju welchem biefc 3al)lui'fl nad) n Sauren anwädjfl, glcidj bem 
in (1) gefunbenen 2Bertl)e fein, unb man f)at bafyer 
P 0 . k 0 _ Cift, - ^„) 

>n “ ° *)» 

unb ftntet IjierauS: 

r 0 (— 1 ) 0 - 

“n 4* 


u. f. w. 
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C. ßcretpnung ber feibrenten. 

8. 47. (SrHimutgcit. 

1) Sine Diente, roclcfjc non einer gewiffen lßerfon lebenß* 
lünglitp bezogen wirb, peift fine Seibrente. 

2) SSeginnt beten Scjug erfi nach 93erlauf einer beftiinmten 
Slnjapl non 3apren, im Salle berjenige noch lebt, welcher bie 
DJiife bejaht t>at, fo nennt man eine folcpe Diente eine aufge* 
fepobene Seibrente. 

3) SEBirb eine Diente nur auf eine 6eflimmte 2lnjat>l non 
Sauren außbejaplt — noraußgefept, baf ber bie Diente 93ejie* 
penbe fo lange am Seben ift — fo wirb biefe Diente eine t e m * 
poräre Seibrente genannt. 

4) Saft ein Dientner wäprettb einer Dicipc non Sapren feine 
Diente bei ber Seibrcntenfaffe fiepen, fo peißt biefe Diente eine 
aufgef parte. Dlacp Verlauf ber befJimmtcn ijeit fattn ber* 
felbe bann bie ^Beiträge jufammen erpeben ober jum Äa* 
pitale fcplagcn, um feine Seibrente ju erpopen. 

5) §ängt eine Seibrente non bem Seben mepret bei ber 
Slnftalt betpeiligten Ißerfonen ab, fo peifjt fte eine 93 er bin* 
bungßrente. SEBirb biefelbe fo lange außbejaplt, afß biefe 
beftiinmten s $erfonen jufammen leben, alfo als feine non 
ipnen gejiorben ift, fo erpält man eine 93er binbungß reute auf 
baß für je fte Seben; wirb bie Diente aber bis juin gänj* 
litpen SluSfierbcn aller Setpeiligtcn außbejaplt, fo pat man eine 
Serbinbungßrcnte auf baß läitgfie Seben. 

6) 2Birb eine Diente nur bann an befiimmte 93crfoncn 
außbejaplt, wenn eine ober mepre im 93orauß befiimmte ‘43er* 
fonen geftorben ftitb, fo peifjt biefelbe eine Ueberlebungß* 
re nie ober Slnwartfcpaft. 3)iefelbcn finbcit befonberß bei 
ber Scrccpnung non SBittwen* unb Sßaifenpenftoncn Slnwenbung. 

7) Slnftalten, wclcpc Verträge gegen Seibrentenjaplungen 
abfcpliefjcn, peifen Se ihren ten a nfta (t eit. Diacpft epenb folten 
nun bie nerfepiebenen, bei Serecpnung ber Scibrenten norfom* 
menben Sülle an einigen Slufgabcn näper erläutert werben. 
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©itrter Stbfdjnitt. 

a) Seibrenten füt eine ipcrfon. 
I) Saglcid) bejinucitit fitilirtult. 


§. 48. ^iMfßttöe. 

SBelcfjc Kapitaleinlage (90? i f e) R m f)at eine mjäl), 
tige ^ftfon in eine 9tentenanftalt ju inanen, um fiel) 
eine unveräitb erliche am @nbe eineö jeben 3al)reS 
fällige (nacf) fctjüffigc) 2eibrente r ju erwerben, wenn 
ber 3in8fujt ju p °/ D berechnet wirb? 


Sluflöfung. 

S3cjeid)nen wir wieber bie Slnja^l ber im 
mten, (m-f-l)ten, (m4-2)tcn, .... 
Sllter lebeitbcn ^crfonen ber Sicifye nad) burd) 

1 m l* m+1 P m+2 .... 

fo l)at bie SRentenanftalt am @nbe beb 

lten, 2ten, 3ten, — 

3 «f)«$ ju jaulen: 

Pm+i ■ r, Rm- 2 * r, P m+3 .r, .... 

unb ber baarc UBertf) aller 3<0)litngen ifi fomit 


Pm+1 

1/Op' 

_i_ ^* m + ä r 4. ??d£ r i 
^ 1,0p* ^ 1,0p* ^ ' 

... 

= r f^' n +- 

U,op 

_i_ Pm+a , 
1,0p* ^ 

Pm +3 , 

i,0p 8 ■*"••• 

-) 

= r.l,Op m 

I Pm+l . 

(l / Op ni + 1 “ r 

Pm+2 . 
l,0p m + 2 "p 

Pm +3 , \ 

1 , 0 p", +3 f ■■■■) 

= r.l,Op"‘ 


m+2 + $m +3 

+ ...■) 

= r. l,Op m 

.^m +l • . 


(1) 


3)ie Sauf ergebt bagegen »on beu P m ju Slnfang lebenbeit 
Verfemen bie Summe 


fein 

unb 

unb 


Pm . Km (2) 

2>a biefe aber gleid) bem bauten 2ßertl)e aller 2lu6jal)(ungen 
mujj , fo erhält man burd) ©leicfyfe&ung ber Sluöbrüde (1) 
(2) bie ®leid)ung 


P in . R m = r. l,Op m . J^ m+ . 
bieranö ben baaren Sßertl) ber Seibrcnte 


R,„ = 


r . 1,0p" 




"*+>, 


/ 
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ötecfmungSarten, meldje ficf) auf Sie mettfdjlicbe ©terblicfiteit gtünben. Hl 

ober R m = r h^±i (3) 

r m 

Änmerf ungen. 1) 35a roieber ba3 33erf)ättni§ — unab- 

fJm 

l)ängig iji oon Ser Slnjabt Sev in einem gemiffen Älter Ücbcnben, fo ift 
cs! auch biet bei Ser Öctccfjmmg gteicbgiltig , roie »iel 'ffetfonen in einem 
beftimmteu alter ber Änftalt beigetreten fiitb tmb mir tßmten aljo filr 
Pm ftetss Sie in Ser ©terblicßteitötabcHe angegebene älngaljl ßon mettben 
entführen. 

2) lieber Sie jroctfmäjjigfte Ärt Sie äöertbe oon ju beregnen, 
bergt. Sie änmerfmtg ju §. 40. 


Bufäfce. 


1) - gut ben gall, baji bie Diente praenumerando bejalflt 
wirb, biefe alfo eine »orfdjüffige ifi , bleibt bie Gntwicfelung 
ganj biefelbe , nur beginnt alöbattn bie Summe, welche bem 
Sludbrutfe (1) ju ©rttube liegt, mit JL . 

33ejeid)net man unter biefer SBoraudfefcung ben bauten 
SQBert^ burd) 'R m , fo wirb alfo 

'Rm = R m + r = 1 (4) 

Vjn 

2) Grfejjen wir f)ier unb in ber golge für ben gaü, baji 
bie Diente = 1 ifi, ben SDudjftaben R burcf) g, fo folgt au6 
(3) unb (4) 



. . (5) 

* • ( 6 ). 


Än met tung. 35ic fHcntenanftalten befißen Kabelten, aus mettften 
matt ben baaren StBertb einer Leibrente für r •— I, alfo bie Sßertbc non 
gm tmb 'gm umnittelbar erjebat tarnt. 


3) DJiandje Dicntenanftalten gewähren gegen eine befonbere 
Ginlage bie Diücfyalflung bcö Ueberfdjujfeö ber baaren Ginlagc 
über bie fdjon bezogene Diente an bie Grben, im galle ber Dienten* 
bejieffer jlirbt, wäfyrenb nod) ein foldjcr lleberfdfuji »orf)<mben 
iji. 2)iefc befonbere Ginlage E„, lüjit fid) leidjt berechnen. 

2)enn Ijat fid) eine mjäljrige fjierfoit butd) bie baare Gin» 
läge R,„ auf eine nad)fd)üfjigc Seibrente r oerftdjert, fo werben, 
unter obiger 35orauöfc$ung, bie Grben wälfrenb fo vieler 3af)re 
H eine Vergütung anjufpredjen fjaben, biö man l)at: 

Rm — fir = 0 
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Skrter Slbjc^uitt. 


ober 



9Juit fierbcn aber im 
lten 2teu 3ten 
bet Dieifje nacfy 

P m Pm+1, 1 m-fl Pm-f-2, Pm-f 2 Pra-f-3; 


. /lten 3al)re 

• • Pm-f.H — 1 P ni-f fl 


Ifkrfoncn, unb bie 2lnflalt Ijat-alfo, wenn man baö 2lb|'terben 
jeweils an baö (Snbe beS 3af)reö »crfc^t, am (Snbe beS 

ltcn, 2ten, /ntm 

3al)te6 ber IRcilje nad) ju vergüten: 

(Pw P|»+l)K m , (P rn-f-1 — Pm-f*,) (Km J — r), .... 

(P m +/»— 1 Pm-f/t) (Km (ß 1) r) 


ober baar bie Summe 


(Pn 


Pm+l) Km | (Pm+1 P in+ 2 ) (Km r) 

1,0p 1,0p 2 


+ 


( Pm- r fl — 1 Pm-f/t)(K m (u 1 ) rj 


l,0p/‘ 

©ie ergebt bagegen bie Summe 
Pm . E m 


unb eS läpt fid? nun burdj ©leidjfe&ung bicfer beiben Sludbrücfe 
ber SBertf) von E,„ ermitteln. 

(Die ©efammteinlagc ift nlSbann ll ln + E m . 

änmertung. 3 n flaitj analoger SBeifc bat inan 3« »erfahren, 
wenn bk Ücibrcnte eine oorfdjiiffigc ift. 


33 eifpiel. 

SSeldje Kapitaleinlage ijat eine 84iüljrige 'ißerfon ju leiften, 
wenn fid) biefelbc eine Seibrente von 1200 5Dtf. evtoevben »iß, unb 
beut äinbjufje 4% ju ©runbe gelegt werben? 


2luflöfung. 

9Jad) ber am Gnbe be$ 2Jud;e8 befinblicfjen Tabelle I ift 
jj„, = = 0,7417077 

Z%+i = = 2,6202336, 

folgtidj nadj obiger ©leidutng (3): 


Em 


120 n 0 ;!;t°^ - 4239,2 «f. 
0,7417077 


Änmertung. Qft bie Leibrente eine uorfet) iiffige, fo folgt 
nad) ©leidiung ( 4 ): 

1 200 . — })m 1200.3,3619413 

*** JST — 0,7417077 

-= 5439, 22Hf. « 1200 -f- 1U. 
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iflecfinmtgSartcn, reclrfic fid> auf bie mcufdiMe ©terblidjfeit grünten 1 ] 3 
2) Änfgcfdjolintc Ccibrcntr. 

§. 49. Aufgabe. 

fDlan foll bie 'ü)? i f c „R m einer um a 3al)re auf* 
geflohenen n a d> f d) ü f f i q c n , alfo nadj (a-{-l) 3nl)ren 
jum erften 9Jf a I e fälligen Leibrente r für eine mjüf)* 
rige Ißerfon beflimmcn. 

Sluflöfung. 

Die 93erfid)erungdanftalt I>at am 6nbe beS 
(a + l)trn, (n-|-2)tcn, , (a+3)len, •. . .. 

3at)re$ auäjujafjlen : 

P '„,4.4+1. r, I „,+4+2. r ; P m + a +3.r, .... 

Der baare äBertf) ber 9lu«gaben ifi bemnacti 

_ f Pni+a+l | P 111 + 4 +*-' | P,ii+a+ :1 . \ 

— V^ÖpH- 1 ~ r l,Op“+- ^ l,Oi»»+ : * ” r ) 

= r 1 Ol," 1 I ^ >m +*+ 1 I Pm+a +2 , PmIf-a+3 , \ 

' 1 |l,Op m + a + 1 " r l,0p">+a+2 " r l / Up ln +"+ s ^ '"■ / 

= r . 1,0p"' (pni+a+l -f- J)n,+4+2 + Pm+n+:i + . . . ■) 

= r.l,Op m . ^ m + 4 +l (1) 

Die 33aarjal)lung ber P„, Sßerfonen an bie 33anf ift aber 

= P„, • S H„, (2) 

unb man erffält fomit burd; Oleidffefcung ber Vluöbrütfc (1) unb 
(2) bie ©leidpmg 

P„, • a R,„ = r . 1,0p- . J^ m +»+l 

unb fjierauö für ben Saarrccrtl) ber aufgehobenen Leibrente 
R _ T . 1,0p“ 1 . ^jL+a+I 

a- c **m — p t 

* in 

ober ' „Rm === ~ *^^*4+o+i '...( 3) 

JJn» 

3 u f ä b e. 

1) gür eine vorf pfiffige um a 3alpe aufgehobene, 
alfo nad) a 3n^ren jum crflen 9Jiale fällige ?cibrentc finbet 
man auf gleiche 2Beife: 

„Km (4) 

*€ pi fe, aflgcuirtnc flritbmciif. II. 2. 9liifl. * 8 
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©ierter 'Ä6fdjnitt. 



2) pr r = 

1 folgt au« (3) unb (4) 




BÜ», j| 

• • (5) 



> 

» Pm — ü 

yn» 

• • (6) 


3) Se&t man 

in ben ®feid)ungen (3) unb (4) 








J)n, ~ ))u, • 


fo gelfen biefelben 

begüglicf) über in 



. 

t. r . — ^)m+a-f 1 JJm+a 

a n m — ■ Tl 

+>m-fa t’in 


unb 


« % — — u • ~w~-, 


ober 

nad) §. 48 (3) unb (4) in 



• 

R R . r'a+l 

a li m — • t« 

Vn 

• • (7) 

unb 


'R 'R fcü+t 

a J - V m — t« 

I'm 

■ • (8) 


b. f). ber baare 2Ö c t tl) ber SRtfe einer um a 3>af)re 
aufgefdjobeneit Leibrente für eine mjälfrige ^erfon 
wirb erhalten, wenn man ben gegenwärtigen 2Bertf) 
ber gu bejiefyenbcn Leibrente für eine (m+a)iäl)rige 


s 4$erfon mit bem Ouoticnten 



inultifjlicirt. 


4) Stitbt ber fRentenbegieffer vor Sejug ber erftcn Diente, 
fo gafften manche 3lnfta(ten bie eingegafylte (Summe gegen eine 
befonbere (Sinfage gurürf, welche fid) narf) grünerem (eidft be* 
regnen läjjt. 


fBeifpiel. 

ffieldje« ift ber baare ÜBertl} einer 6 3afyre fang aufgefcfyobenen 
nacbfdjüfftgen Leibrente ton 1200 2Rt. ffir eine 78 jätjrigc ^erfon 
unb einen 3t n *f u 6 oon 4 % ? 

®u f f 8 f u n g. 

Sßie mir au« bem Seifpiete ju §. 48 erfetfen, ijl unter ber 
gemachten 25orau«fefcung für eine (78 -f- 6) = 84 jährige ‘•ßerfon 
ber baare Slßertlf einer Seibrente 

Kn, 4 » = K*. = 4239,24 9Wf. 
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8Ie(J)iiMig8arten, roetd&e ftdj auf bic ttienfcWidje 2tcv6lic6feit t^jinben. 115 
Dentnadj wirb natty (7) ber »erlangte SBertlj 


ftumertuug. bie Leibrente eine »orfd^ilffiac, fo folgt 
naef) ber Stnmerfung ju bem 2fcifpiefe beö §. 4S and obiger ®leid)uitg (5) 
5439,20.0,7417077 ...... OWf 

e R M - 2^993164 “ 1754 ’ 5S M 

ß u benfelbeit ÜRcfuftatcn getaugt man burcti tfmoenbuug ber tölei 
cfmngen (3) utib (4). 


3) Üntiporiitc Ccibrentt. 

§. 50. Aufgabe. 

(Sine mjäfjrige ^erfoit i»i({ f i cf) eine temporäre 
tiacf)f<f)Affige Leibrente r auf t 3a t> r e erwerben, wie 
grofj ift bie baart Einlage (t) K m berfelben? 

Sluflofung. 

2)ie »erlangte SWife wirb gefunben, wenn man »on ber 
®iife ber bi$ junt Slbleben ju bejieljenbcn nad)fct)üfftgcn 5eib* 
rente bie üJiife einer um t jaljre aufgcfcfyobcncn nacfyfcf;Afftgen 
Leibrente fubtrafjirt. 

5Rait erljält fomft nacf> $. 48 (5) unb 8. 49 (5) bie »er» 
langte SSaarcintage 

(t)ßrn =Ä » ((^m t^ro) \ 

ober, wenn man auö §. 48 (3) unb §. 49 (3) bie betreffenbeit 
2Bertlje einfüfjrt: 

n r (^Wt ^-Kf .) /i\ 

(0 K m — ft (.Al 


(t)«m — ft \ A / 

Vm 

3 u f A fr e. 

1) Süt eine »orfcf) Affige Leibrente wirb in biefein galle 


r(2% - 2% +t ) 

— ft — 

(2) 

r = 1 folgt au« (1) unb (2): 


— $mil — — Pui+t+l 

<»)?>» u 

y in 

.... (3) 

2.% - 2% +l 

(t) Qm — «— 

fMU 

(4) 
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Slierter Sbfcfmitt. 


3) ^Beginnt ber fRentenbejug erft nad) a 3nl)rcn unb n>A^rt 
berfelbe nur t 3nf)re, im Salle ber 9ientenbejicl)er fo lange lebt, 
ift bie Leibrente alfo eine aufgefd)obette temporäre, fo ift 
beren baarer SBertl) gleid) ber Differenj beö baaren ®ertf)ed 
einer um a 3at)re weniger bern einer um (a-f-t) 3ol)re aufge^ 
fcfyobenen Leibrente, alfo nad? §. 49. für eine nad)fd)üffige 
SRente 

r ( a()in a-f-t(6n ) 

r(JS^)m+»+l — -Spm+tt+t+l ) 


-••••(5) 


( 6 ) 


unb für eine oorfdjuffige diente 

' J)„, 


Söeifpiel. 

2Bie groß ift ber baare SEöertl) einer toäljrenb 3 Oaljren ju 
bejiefyenben nad)fd)üfftgen Leibrente von 1200 5)1 f. für eine 84 jä^= 
rige Werfen bei Berechnung eines 4 projentigen 3in3fujie«? 

31 u f ( ö f u n g. 

Sept man in bie ©leidping (l): 

= ^k-, *= 2,6202336 
, -S'flm+t+i = - j)-» = 1,1383795 
j)„> = *>», = 0,7417077 

fo folgt : 

1200(2,6202336- 1,1383795) _ 

< 3)Km “ ' 0,7417077 ~ V( - 

?lnmerfung. Qft bie tRente praenumerando jahlbar , fo folgt 
nach (2): 

1200(^D„-^I„,) 

(8)K»4 = jj 

V«4 

_ 1200(3,3619413 - 1,5340049) _ 

0,7417077 ~ ' 


4) 3äbtlid)t (Einlage bei anfgrfrhobencr Leibrente. 

§. 51. ^UfflOllC. 

©ine mfäbrige 4? e r f o n roill fid) oon ihrem (m-f-a)ten 
Sebenöjahre an eine n ad) fd)ü f fi g e Leibrente r oer* 


StedmungSarten, rodete fief) auf tie menfchliJie ©tevblicftteit grihiben. 117 


febaffen; n>ic grofs ift bie »on je$t an am (Snbe cined 
jeben 3abrcä an bic Oientenanftalt biö ju ihrem 
(m -+- a) t e n 3al)rc gu entriß tenb e (Sinlagc »R' ra ? 


81 u f ( 6 f u n g. , 

9iad) §. 49 ift bic SDlife ber um a 3al)rc aufgefebobenen 
Seibrente für eine mjäbrige '4$erfon audgebrüeft burd) 

5>er baare 2Bertb ber ISinnabmen btr Oientenanftalt ift aber 
gleich ber OJiife einer auf a 3ai)re ju bejiebenben temporären 
naebfehüfftgen Leibrente a R' m ; folglich für eine fejjt m jährige 
s 4Jerfon nach §. 50. bargeftellt burd) 

|R m • (H)pm- 

3)urd) ©leicbfefcung biefer Sludbrücfe ergibt ftcb: 


K t ___ I* . a@m 

iu 

(»)0m 


(l) 


ober, wenn man aud §. 49 (5) unb §. 50 (4) bie betreffenben 
2ßertt>e einfütjrt: 

r • “ JJm+fl+l 


R' = 

a AV m 


V*) 


m-f-1 




m+i+1 


( 2 ) 


3«fü&e. 

1) SBerben bie (Sinlagen unb Oienten praenumerando in 
Oieebnung gebracht, fo wirb 

'R' _ _ r jL“? m +* 

,1V ” — vH VH \°) 

— fm 

2) Sür r = 1 folgt aud (3) unb (4) 

,/ 2ty m+a+ i 

«t* “> nH . nH VV 

' ' j^jL+ft 

*(' m N’frl Ntl ' 

■— yin 

3) ©erüefftebtigt man, bafi nad) bem 3ufag 3 bed §. 49 
(7) unb (8) für eine naebfebüffige Leibrente aud) 

i> r. T. Vm+» 

a m “ ^ +> - >„ 

unb für eine Porfd)üfftge 

/I» /J) Jm+' 

‘ m “ “ m+1 ' Jj. ' 
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SSierter Jlbfdmitt. 


fo gehen bie ©leicffungen (3) unb (4) über bejüglicf) in 

^-^^8 • ß »+« (6) 


R' = 

a l.V ra 


lT>l ^>n+> /» fn. 

» lt m -yc vfi . Ä m+ , {t ) 

2)iefe ©leidfungen brüefen ben baaren SSicrt^ ber jährlich 
ju ieiftenben ©eitrige in ben ©aarwerthen ber betreffenben Seih* 
reuten für eine um a 3aljre Ältere fJJcrfon au$. 


Sä um et! n na. (Stirbt ber tRentetibejieber Bor bent äöejug ber 
erfteti Diente, fo ja btt auch bier bie Stnftatt bie febon cinaejabtten S|k4 
mien gegen eine befonbere ©iiilage jurüd, reetebe fid; leicht auf äbntid)t 
SEBeife tote früher beftimmen läßt. 


Seif fiel. 


Sine 81 jäßrige fßerfon will fid; ooit ihrem 84 teit l'ebengjahre 
an eine nadjfdjüffige Leibrente »en 1200 ÜJif. «erfdjaffen. SSSie oiel 
Ijat biefelbe »on jefjt an am Snbe eine® jeben Oaljreg an bie SRentew 
anftalt ju entrichten, wenn biefe einen cierprojentigen 3w8fujj in 
Stedjnung bringt? 

Sltif lijfung. 


©e(jt man nach bent Scifpiele ju §. 48. in obiger ©leidjung (6) 
Km+a — R 8 4 = 42 3 9,24 SRI.; 
ferner itad) labcDe II: 

>»+. = — 0,7417077 


fo folgt 


-|m+i = -2 





tj)m+a+l = -2 

0,7417077.4239,24 


5,4107157 

2,6202336, 


1126,7 SW. 


3 81 5,4107157—2,6202336 

Sluntcrtiing. 3f* bie Diente eine oorfdbüff ige, fo wirb nadj 


©teidjung (8) 

» m .5439,29 


l'R«. = 




0,7417077.5439,29 
«/745G279 — 3,36 194 1 3 


1192,2 fDil 


b) Serbinbungörenten auf baß fürjefte Sehen. 

1) Sogleich beginne iibr De rbinbiingsrcnte. 

§. 52. Aufgabe. 

3wei fßerfonen, bon welchen bie eine m, bie an* 
bere n 3ahre alt ift, beziehen eine nachfchüffigc ©er* 
binbungören te r auf baö fürjefle Sehen; wie grof 
ift ber haare 233c rt£> “Rn,,!! berfelben? 
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9luflöfung. 


Stefanen mir an, bajj gieid^eitig P m . P„ ^iaarc einen foidjen 
Vertrag abfcfyliefjen unfc betrauten wir ter fliir je fjalber btefelben 
al6 Sfyepaare, bie mjäfpigtn ffJerfonen alö bie ÜWänner, bie 
n jährigen ntö bie grauen, fo fterben im rrften 3afjre von P m 
Scannern (P m — P m +i) nnb von P„ grauen (P n -Pn+l), alfo 
von P m . P„ paaren 

(P m -- P m+i) Pn Scanner 
unb P m (P n — P„ + i) grauen. 

3m ©anjen fterben bafjer im erften 3«fyre 

(Pm — Pm+])Pn -f~ Pm (Pn — Pn+l) 

fßerfonen, wobttrd) eben fo viele Sfjen aufgelöft werben. ' 

2)a nun aber fowofyi von ben (P m — P m +i) P n SBittwen, 
al$ nud) von ben P m (P n — Pn+i) SEBittwern 
(Pm — Pm+l) (Pn — Pn+l), 
alfo von ben aufgelöftcn Sfjen überhaupt nocfj 
(Pm Pm+l) (Pn — Pn+l) 

EJknre fterben, fo ift bie 21njal)l ber nufgelöften Si)en nur 
(Pm — Pm+l) Pn + Pm (Pn — Pn+l) — (Pm — Pm+l)(Pn — Pn+l) 
== P in • Pn Pm+l . Pn+l* 

gür bie Slnja^l ber nad) bem erften 3«f)re nod) voll* 
ftdnbigcn Eßaarc erhalt man fomit 

Pm • Pn - (Pm . Pn - Pm+l ■ Pn+l) = Pm+l • Pn+l* 

(Sine ganj analoge Sntwidclung ftifyrt ju bem @d)luffe, bafi 
am Snbe beS j weiten 3af)rcS nod) 

Pm+2 • P n+2/ 

am Snbe be$ britten 3of>reö nod) 

Pm+3 ■ P n+3 U. f. tV. 

vollflänbige fßaare am Seben ftnb. 

2Den am Snbe be$ 

lten, 2ten, 3ten 

3at)reS (ebenben vollft&nbigen paaren t)at aber bie 9Jnftalt 
ber 9ieif>e und) au Sju jaulen: 

Pm+l*Pn+l.r, Pm+3 . Pn+2 • V, i m+3 - Pn+3* r, .... 

2>et baare SEBertf) biefer Sluögaben ift fomit 


P+t , 1 m+2 • Pn+2 

fr 1 röü*" - ' 


+2 • Pn+2 . Pm+3 • Pn+3 , \ 

1,0p* + 1,0p 8 “*"•*"/ 
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aJicrter Slbfdjiütt 


— 1 Hnm / i L m + 1 • P “+l , Pm+2 • Pn+2 , 

• ' P ( l,0p m +* + “T^+ 2 ” + • • • 

== r . 1,0p“ (Jlm+l • Pn +1 + $m +2 . Pu+2 + . . . .) 
ober wenn man ber tfürge falber bie Summe 
|Jin+l • Pn+1 + JJm+2 . P 0 +2 + J)m+3 • Pn+3+ ...= 1 ($m+l . P n +l) 

fe&t: 

= r . 1,0p“ . I (J) m+1 . P n +i) (1). 

Die 31erftd>erung0anfla(t ergebt bagegen bie Summe 

Pm • Pn ■ k Rm,n (2) 

unb man erhält bemnadj, wenn man biefe Sinnafjinc (2) ben 
Ausgaben (1) gleidjfefct, bie ©leicfjuttg 

. Pm . Pn • k Rm.n = F . 1,0p“ . . P D+1 ) 

unb IjierauS ben »erlangten SSaarwertl) 

k ßm,n = p 1 ^ . -StfL+1 . P n+ l) 

ober kP F.-S’d ^m+l . Pn+l) 

m " _ >».P» ( 3 ) 

/ 3 u f ä p e. 

1) gür ben galt, bafj bie SßerbinbungSrente praenumerando 
fällig ift, gefjt bie ©leidjung (3) über in 

k'P kP I .. __ r -2’(JJm-Pu) 

1 * 111,11 Am f n 1 “Xi p (4). 

2) 9luS (3) unb (4) folgt unmittelbar für r = 1: 

kp -^(^m+l - Pn+l) 

em ' n ~ (5) 

Qmn Qmn + 1 r (6) - 

3) Um ben ©leidjungen (3) unb (4) nodj anbere, gur praf* 
tifefjen Slnwenbung gwecfmäfjigere gönnen gu geben, feien begüglidj 

k R m +l,n+l unb k 'Bm+l,n+l 

bie baaren SBertfje ber nadj* unb »orfdjüffigen SSerbinbungörente 
für biefelben ^erfonen, wenn biefe um ein 3aljr älter wären; 
bann tfl 

“lim+l.n+l = Jj m+1 . P n+1 • ^“+-’ • P n+2), 

k ßm+l,n+l = o n -£(]0m+l ■ P n+l) j 

.yai+l • An-fl 
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ober 


k R, 




'm-f 1 


n+1 


k 'R 


ra-fl, n-f 1 — 


))m+J 

ober nach (3) unb (4): 


■ n+1 


m-j-1 


k R 


m-fl, n-f-1 — 

roorauö folgt: 

k R»., 


r + 
= — r + 


M, 


fJro+l • r~n+l 

■ P„ 
Jjm+l ” 


•P n +1 + -2’(Pm+l-Pi.+l)l, 
P n + . P,)] ( 

- • “K.n.ii 


n-4-1 


k 'R„ 


(?) 

( 8 ). 


= ""TS" 1 ( k Rm+l,n+l + r) • 

Jlin+l • Pn+1 / k /p i 

— i f — p ( -Km+l.n+l + ^ • 

■JJui • 1 n 

$>iefe ©leichungen gewähren ben SSortheil, bajj man ben 
für ein gewiffe« Silier berechneten baaren SBertl) bei ber 93e= 
Kimmung beS baaren SBertheS einer SSerbinbungSrcnte für jwei 
l|3crfonen, von welchen febe ein 3aht jünger ift, wicber »ortffciU 
haft oerwenben fann, unb eignen fid) baruin befonberö jur 93e= 
rcchnung oon Jabellen, inbem man hierbei mit bem haften 
Sllter beginnt. 

4) Schelfen mehr als jwei fßerfonen eine UkrbinbungSrente 
fo lange als fte jufammen am Scben ftnb, fo gcfd)iel)t bie 
33efliuimung beS baaren 2Bcrtf)eS berfclben ganj analog wie für 
jwei IfJerfonen. 

©o finbet man j. 33. für 3 s 4$etfonen, welche ber dieihe 
nach m, n, q 3al)re r ben 39aarwerth ber 33erbinbungS* 
rente 


k Rm,n,q — ii p* p (|Jra+l • ^ a-f-1 • + Pm+2 • Pn+2 • Pq+2 + ...) 

— Vt p Ii • — ^(iJm+l • Pn+1 • Pq+l) (3) 

ym * •■- n • A q 

wenn bie Diente postnumerando ausbejahlt wirb; 
bagegen 

k 'ßm.n.q = VT-^-YrZftm • Pn • P,) (10) 

f ra -Pn • Pq 

tpenn biefelbe praenumerando fällig ift. 

anmertuna. Äuf analoge SßJeife finbet man lei<jf)t bic fJtefultate 
für 4 onb melir 'ßerfonen. 
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Vierter Slbfcfcmtt. 


5) 21uö (9) unb (10) folgen unmittelbar für bie Dienten* 
eint>eit bie ©aarwerthe : 


£ra.n,q 


k (*ni,n,q 


-^(JJra+l . P n +1 . Pq+l) 
Pm • P» • P, 


( 11 ) 


^(tfm.Pn.Pq) ' n9 , 

^„,.P„.P, ( } ' 


6) ©ejiehen bie brei oben angeführten Ifierfonen eine nach* 
fchüffige Diente fo lange, als wenigftenS noch jwei berfelben 
jufammen (eben, fo wirb für biefe Diente ber ©aarwerth 

S Bm,n,q == r ( k ?m,n “t - k ^m,q “t - ^n.q 2 . Il pm,n,q) • ■ ■ (13), 

ober wenn man bie betreffenben ffiertfje fubftituirt: 

[ ^(jW, • P-+l) , ^ßm+1- Pq+0 , .Pq+l) 

% - Po P m • Pq ^ P 0 P, 


2 Pn..n,q = r 


2 . $)ro+l • P n+J ■ Pq+l) 


(14). 


9»‘. Pn . P, 

Denn bcjeichnen wir bie 3 ©erfonen ber Dieihe nach burch 
A, ß, C unb nehmen nun an, baß jebcö ber ©aare A unb B, 
B unb C, A unb C eine ©erbinbungSrente auf baS fürjefte 
Sehen beziehe, fo wäre ber ©aarwerth tiefer brei SerbinbungS* 
renten 

= r( k Cin,n + k 0m,q + "©n.q). 

2)a aber in biefem galle, fo lange bie 3 ©erfonen jufammen 
leben, jwei Dienten ju nie! auSbejahlt würben, fo muß man, um 
ben »erlangten ©aarwerth ju erhalten, ben boßßelten baaren 
2öertb ber ©erbinbungörente ber 3 ©erfonen A, B unb C auf 
ba$ fürjefte Sebeit ober 2 r . q »on obiger «Summe in 21b* 
jug bringen. 

Sür eine »orfchüffige ©erbinbungSrente folgt unter »or* 
ftehenber ©oratiöfeßung: 

= r(‘V> + k '2u.,q + k «n,,-2. k VJ •*. • (15) 

• Pn) , 2(p m • Pq) ^ ^[»..Pq) 

JJm.Pq 


= r 


*L . Pn 


+ - 


2^. (j) m .P n .P q V 
J) ra . P„ . Pq 


P> • Pq 


(16). 


©eifpielc. 

1) Broei ©erfonen A unb B, »oit welchen A 90, B 93 3ahre alt 
ift, begehen eine nadjfchftfftge ©erbinbungSiente oon 10000 ©?f. auf 
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baS fürjeftc 2eben; wie grof; ift Ser baare 3öcrtl> berfelben, wenn 
4 projentige 3tnfcn beredjnet »erben? 


äuflöfung. 

gübrt man in ebige ©leidfung (3) nad) Jabelle II bie be= 
treffenben 3Bertl;e ein, fo folgt aus 


_ 10000 ö s 

n 90.93 ll p ■ — AVhi • 1 »4/ 


fofort: 


'90 • 1 98 
10 000 

$90 ' PpS 


+'}*■**) 


k lWp3 — 7T 


10000 


0,1758548.3 
3902,104 


(0,1409093.2 + 0,1083918.1) 


0,5275644 


= 7396,4 ailf. 


Stnmerfung. SBitb Sie IHentc torfdjufiroeife bejogeu, fo »irb 
•‘'ßoo.oa = 17396,4 3Kf. 

2) ®rei ‘ifkrfonen, weldje gegenwärtig 90, 87 unb 84 Sabre 
alt finb, »ünfdjen eine nad)f<^iifftgc SBerbinbungSrente ton 3000 9??f. 
auf baS fürjefte feben ju bejieben; »ie groß ift bie ju madjenbe 
baare Ginlage bei Seredjnung eine« 3projentigen 3i n 8fuf3eS? 


Stuflöfuug. 


9 U<f) ®leid)ung (9) ift ber 33aarwertb 
3000 


11 


90 87 .84 


3000 


^90 • 1*87 ' l’s 


— ($91 • ^88 • P85) 


Vi p p ($91 • 1*88 ■ ^86 ~t" $92-I > 89'l , 8C "4" $93 ■ P90 • 1*87 “t“ 
?90 -J- 87 • * 84 

$91 ' 1*91 • P 8 8 "4~ $95 • Pp» • P89) 

63 T ^° Tr ^ 0 ’ 3394570 ' 10 ' 17 + °' 2686560 ' 8 ' 14 + 

0,191 9825 .6.12 + 0,1 242605 .5.10 + 0,0603207 .4.8) 
iÖ oS& B ( 57 ' 707G9 29,529472 -f- 13,82274 + 6,213025 

+ 1,930262) 

- »M* »• 


8) ®rei ^Jerfonen, wel<be gegenwärtig 91, 88 unb 85 Sabre 
alt finb, fiebern fid> eine SerbinbungSrente ton 6000 9}?f. in ber 
SBeife, bafj biefelbe postnumerando fo lange bejogen wirb, als 
nod) WenigftenS jwei ton innert leben; »ie grofi ift bie baare Gin= 
läge, wenn ber 3<nSfufj J u 4 % beredjnet wirb? 
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Vierter äl6fd)ititt. 


St u f l o f u n 9. 

9M; ©teid)una (13) tfl 

2 ^91.88.85 ( k (< n , 88 + ^91.85 + <?888ö^ 2 \ k ?91.88.8B^ 

= 6000 


_1_ +t$»2 ■ f*86 ) , '-^(p8!l • 1^88 ) 

^ ^ $88-1*85 


$91 1*88 


2 -^($92 • 1*89 • fitö) 
$91 ■ 1*88 • 1*85 


$91 ' * 85 


9tun ift aber 

k_ ($92 • 1*8 9 ) 1 

091.88 — ~i» -p— = 

Vn • 1 1 
+ $ 95 - 1 * 92 ) 


>.1-1*« 


(^92 ■ 1*89 “I“ ^93 ' 1*90 “1” $94 • 1*91 


1 


0,1409093.10 


(0,1083918.8 + 0,0781671.6 + 0,0501071 .5 
+ 0,0240900.4) 


-(0,8671344 + 0,4690026 + 0,2505355 + 


091.85 


1,409093 

0,0963600) 

1,6830325 

1,409093 1 ' 194407 - 

__ ~( $92 ■ ^*8 6) __ 1 

$91 1*85 $91 1*85 

+ $95-1*89) 

1 


($92 ' ^*88 $93 • 1*87 + $94 • 1*1 


88 


0,1409093 . 17 


(0,1083918.14 + 0,0781671.12 + 


2,39545« O' 5174852 


3,1 492814 

2,3954581 


0,0501071.10 + 0;0240900 . 8) 

+ 0,9380052 + 0,5010710 + 

0,1927200) 

= 1,31469. 


V. -p- ($89 • ^*8(i + $90 ■ t*87 + $91 • 1*81 


^88 -^*86 


^ $ .. _ 

+ $92 • 1*89 + $93 ■ P 90 + $94 • 1*91 + $95 • P92) 

“ Ü .17W76. 17 O-« 38519 -» + 0,1758548.12 

+ 0,1409093.10 + 0,1083918.8 + 0,0781671.6 
+ 0.0501071 . 5 + 0,0240900 . 4) 

= 38 9 f 2 75 ( 3 ' 4139266 + 2,1102576 + 1,4090930 + 

0,8661344 + 0,4690026 + 0,2505355 + 0,0963600) 
_ 86,153097 _ 

5,3891275 ' 5 
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a t 2 ^.(J) 94 .P R 9 .P 8i! ) 

Z • >1)1.88.85 ' Vl p T 

P «1 ■ J 88 


(P»S ■ ®*89 • 


. ... 1 85 , 1^91 -1*88 

• P .,0 • -^«7 ~ H Phi ■ P 91 • Pgs + Psfi ■ P 92 • 1*89 ) 

2 (0,1083918.8. 14 +0,0781671.0.12 + 

0,1409093. 1 0 . 1 7 v ' ' 

0,0501071 . 5 . 10 + 0,0240900.4.8) 


= ■ (12, 139881G + 5, 6280312 + 2, 5053550 + 

23,954581 v ' 

0,7708800) 

_2.21,0441£78 _ 42,0882956 = } 

_ 23,954581 ~ ' 28,954581 ~ ' J ’ 
folglich roirb teer sBaanoertl) 

SR 9 i 88 «ft = 6000(1,194407 + 1,31469 + 1,59864 — 1,757) 
= 6000.2,350737 = 14104,422 ÜKf. 


2) Änfge(d)8bnie bcrlitnJungstntlf. 


g. 53. Aufgabe. 

3 w c i fß e r f o n e n , » o n me l d) e n bie einfm, bif an» 
bere n 3 al)re alt i ft, l)aben eine nad) a 3 <tf)ren be* 
ginnenbe nad)fcfiüffige, a ( f o nad) (a+ 1 ) 3 a^rcn 31 t in 
crften ÜJIale fällige (tun a 3 <tf)te aufgefdjobene) ißer* 
binbung$renterfo(ange 3 U begießen, a 1 3 beibe nod) 
am Seben finb; wie grofi ift bei baare ©ertf) iR m . n 
biefer 9iente? 

31 u f 1 6 f n n g. 


9fel)men mir an, bajj ftcf) 31 t gleicher 3fit P». • P n fßaare be» 
heiligen, fo leben von biefen nad) §. 52 am (Silbe be 6 

(a+l)ten, (a+2)ten, (a+3)ten, 

3 af)re« nod) 


P 1114 a 4- 1 • Pn-j-a-f 1 , P ni-f-ag -2 - Pn-fiuf- 2 , P m-f- u 4 -‘) • P n+a-f-3 .... 

nollftänbige fßaare unb bie fNentenanfiatt l)at fomit eine baare 
?l u 6 g a b e 


^ p 

1 | * nififZ'* ih tM 1 * * 1 


! • ■ + a-HI * * n-fa+3 , 

l,Op"+* 


f Pm-fa+l • Pn+a+l , P m-f a +2 • P 
k i“öpH-t -t- i / o 1> .-2 

r 1 On m f ° m +»+ 1 P , 1 ijH+l+L P „ 1 \ 

T ' 1 [l,Op "'+ a +' ' 1 n+,+ ' ], 0 p m +“+ 2 ' *" + * + + — | 

r. 1 , 0 p™ (Jlm+.g-i . Pn+a+t + $m-f-a+ 2 . Pn+a +2 + ) 

r . 1 , 0 p” . -2’($L+a + l.P N .a + l) (1) 
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SBierter StöfcJjnitt. 


35ie baare Sinn affine bet Slnflalt Cfl bagegen 

, = Pn, . P„ . iRni.n (2) 

unb man erhält bafjer butd) ®leid)fe&ung ber äuöbnufe (1) unb 
(2) für beit verlangten ©aarwcrtb 

t. 1,0p“ 1 . — (pm-f-a+l • Pn+a-{-l) 

P m TP„ 

1* • ■^'(^m+a+l • Pn-f u-fl) 

~WTK 


ober 


k K 

a LV m,n 


k .R„ 


( 3 ) 


3ufä&e. 

1) Söirb bie Diente jum erften DJiale am Silbe von a Sabren 
auäbejablt, wirb biefelbe alfo alö eine um a 3al)re aufge* 
fefjobene vorfdjüffige Diente angefetjen, fo wirb ber baarc SS3ertf> 
k'R r.^(^) m +a • Pn+a) 

a lv ni.n — 


a^Dl,n 


unb 


f m . P„ 

2) 3ür r ==* 1 folgt au$ (3) unb (4) : 

_ • Pn+a+l) 

i|i)ln . P n 
w ^'( i) m ( n ■ Pil-i-a) 

öm,n JJ m . P n *; 

3) ©erittfftdjtigt man, bajj ttad) §. 52 (3) unb (4) 

— • P-+*fi) = k ß (m+1<) , 

Jlm-fa • •* n -j-a 

r -^-(J)m-fa • P a+a) ’ k'D 
- ft ~ -p * = K(m+») , (n+a) , 

pm-f a • n-j-a 


•( 4 ) 

.(5) 
■ ( 6 ) 


i (n+a) 


fo (affen ftct> obige ©leidpmgen (3) unb (4) aud) auf fotgenbe 
'ffieife barftcllen: 

%^ ta - k K( m + 9 ).("+») ( 7 ) 

ym • 

»R m ,,. - ^ t -p n+ -- l ‘'ßrm + .), (n+ .> •••••••(*), 

l’m • *i» 


k R 

ft L *m,n 


33 et f V iet. 

©ne 83= unb eine SOjä^rtge (ßerfon flc^evn fidf eine na<b 
6 Oaljren junt erften ©täte ju bejiebenbe ©erbinbungärente oon 500 2RI., 
beten ©enujj aisbann fo lange bauert, al« uoeb beibe am Seben 
finb. SÖJie grojj ift ber baare Sßertb biefet (Rente bei Kufaß 4 pro» 
jentiger 3infen? 
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SuflBfung. 

9lad) ©leidjung (3) loitt, wenn man tie Diente als eilte nad> = 
f dj ü f f i g e betrachtet, alfo a = 5 fegt, ter Söaartoertb 
kn 5000 V /Jl T> \ 

e “ 83,80 p p •“ vV 89 • 1 80 / 


5000 

$83 • 1*8 


80 


($89 • P«f.+ $9.1 • Tgi + $ji • Pos 4 - $92 • P«a + $ 9 ;] • P90+ 
$94 • P91 "I“ $95 -.Pa/) 

V2^Of (0 ' 24S85, °- 14 + °' n58548 - 12 + 

0,1409093.10 + 0,1083918.8 + 0,0781671.6 + 
0,0501071.5 + 0,0240900.4) 

34^087 (3 ' 4 139266 + 2 ' 1102576 + 14090930 + 
0,8671344 + 0,469026 4-0, 2!g)5855 + 0,0963600) 

- 1257,88 9Rf. 

34,249087 ' 

Snmertung. 3« temfetben Stefuttate gelangt mau, wenn man 
in (4) a = 6 fegt. 


■1) üetnporart Herbininmgsreiile. 

§. 54, ^lllfflnDf. 

Sine m* tt it t> eine njäbrige Ißttfmt fabelt eint 
n a d> f <h it f f i fl e SSerbinbungßrente r nur t 3nf>rc lang 
ju belieben, im gatle fie fo lange jufamnten (eben; 
wie grofj ift ber baarc SBertf) (t)Rm.n berfelben? 

3luflßfu ng. 

2>cr baare JBertf) ifi offenbar glcid) b.cr 2)ifferenj bcö baaren 
SBertbeß einer nacbfcbiifftgen Dlerbinbungörente weniger beut baaren 
SBerttfe einer um t 3ai)re aufgefd)obenen, postnumerando fälligen 
93erbinbungßrentc auf baß fürgeftc Seben. DJiatt fjat baber nach 
§. 52 unb §. 53 

(t)^m,n == r( k <?m,n tPm,n) • . . • (1) 

ober, wenn man bit betrcffenben SBertlje einfübtt: 

j» 

(i)Rro.n = v, — p-[*2(^iu+l P-n+l) — — (m+t+1 • Pn+t+l)]...(2). 
fm • *• n 

Sufäfce. 

1) Soll bie Diente vorfcbufiweife bezogen werben, fo 
bat man ju fe^eit : 
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<t)'R™,n = r ( k 'em,n “tQm.n) (3) 

ober 

( 1 ,'Rm.n = v r L p-[^(|J,n • P„) - ^(jL+t . P„ +t )] . . . (4).. 

y m • * n 


2) giir r — 1 wirb 

k (?m,n *i^m,n (5) 

(t) ^m,n ===: k/ ^nl,n t^ni.n (6). 


Seifpiel. 


Sine 88: unb eine 85 jährige fSerfon fyaben toaljrenb 3 Sauren 
eine rtac^fc^üfftge SSerbinbungSrente uon 8000 5Dif. ju bejiefyeit; toie 
groß ift beren baaver 2Bertf| bei Seredjnung eines 4 projentigen 
3in6fujje8 ? 

3luffofung. 

9tad) ®teid)ung (2) fiat man 
(3)H88.«& = M p— [-^( J) 89 . P Rli ) —(^92 • ^*8»)] 

+*88 • r 8ft 

= + fci-Pss) 

f>88 * 1 8& 

= - 00( L_ „(0,2438519. 14 + 0,1758548.12 + 

0,31 70075.1 7 k ' 

. 0,1409093.10) 


— — (3,4139266 -+- 2,1)02576 + 1,4090930) 
5, 3891275'' 

= 10292,2 9R(. 

5,3891275 


4) 74ufgcfct)olicnr temporäre Öcrliiubitngsrcnte. 

§. 55. Aufgabe. 

Sitte ms unb eine njäfjrt’ge ^ cr f on fjaben eine 
n a dj f d; ü f f i g e , um a 3al)te aufgefdjobene 93erbitts 
bungSrente t 3af)re (ang ju bejiefjen (int Salle beibe 
nod) am geben finb); wie grofj i ft ber baare 9Bertf> 
a.(t)Rn.,n b i c f e r a u f g e f d) o b c n e tt temporären 93er bi ns 
bungörente? 

21 u f I ö f u n g. 

S)er baare 933ertt> ift offenbar gleich ber Sliffcrettj be« -baaren 
Sßertpeö einer um a 3al)te, weniger bem einer um (a + t) 3af)re 
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aufgehobenen naebfebüfftgen 93erbinbung6rentc auf baö fürjefie 
Seben. 

fSJJan t)at ba^er 

a,(t)Pm.n == ) 0) 

ober menn man bic betre ffenben 2ßertl)e auö §. 53 (5) cinfütjrt : 

a, u — ii p [ “ ^ P in-f-a-1 • 1 it-f a-l) 
jPm • * n 

P ll _„ +t +i)J (2). 

3ufHc. 


1) 3?ctrad)tft mau bie dritte alö eine mfd)üffige, wirb biefelbe 
alfo nicf>t erft nad) (a + 1), fenbern fd)on nad) a 3al)ren jum 
erften 9J?alc bejogen, fo wirb 



o.(t) n = 

= r(i> m , n 

a+t ?"i,n ) • 

... (3) 

ober 





o,(t) l^ui.n === 

nrW 

Jtnu • 1 n 

n-f u) “ 

- — ( P iii+a— t- Pn+a+l)] • ••(4). 

2) gür 

r = 1 geben (1) unb 

(3) über in , 



a,(t)(?m,n 

— a(?m,n 

— a+tP"'" ■ • • 

... (5) 

unb 

*,{•) Qn*i n 

k/ „ 

=*= Q m,n 

k 0 

a+ t? m n ' ' * 

. . . (6). 


föeifpiel. 

(Eine 80= unb eine 77 jährige Werfen tfaben nad) 8 3dl)™ 11 
eine nad)fd)iiffige SkrbinbungSrente uon 4000 ü)if. auf 3 3abre ju 
bc$ic()en ; mie gvejj ift bereu baarer 2ßertl) bei 4 pvcjeutiger 3' n f en= 
bevcd)nung? 

SluflSfung. 


9Jad) ©Icidjung (2) ^at man 
B.( 3 ,B 8 0.V7 = J 00 !! mPsB-Psa) ~ ^ P« 9 )J 

VüO- r 77 

= J.-- 0 p-(^«-P86 + PSo-r*! + ft» • Kt) 

|>80* 1 77 

4000 ; (0, 2438519, 14 + 0,1758548.12 -+■ 


1,0052315.55 


0,1409093. 10) 

(3,4139266 + 2,1102576 -f- 1,4090930) 


4000 

88,2877325 
4000.0,9382772 __ ^ gjff 

88,2877325 

‘By » # dllflrutme SiriihHWilt. H- 2. \Mufi. 
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c) öerbinbungßrenten auf baß längfte Seben. 


1) Soglcid) licginncuiic Pcrbiu&nngsreute. 

§. 56. Aufgabe. 

3 ei ^erfoitcn A unb B, »o« welchen bie erfte 
m, bie zweite n Safyre jäfylt, Ijaben eine na cf> fd> üffige 
Serbin bungßrenter auf baß längfleSebenju bejiefyen; 
wie groj? ift ber baare SBerti) 'R,„. n berfeiben? 


Sluflöfung. 


3n biefem galle wirb bie [Rente fo lange außbejafylt, alß 
überhaupt nod? eine ber beiben ^erfonen lebt. 9iei)men mir 
beirum an, cß begiel>e jebe ber beiben [fkrfonen bie [Rente r, 
fo würbe biefe »on ber SBanf fo lange boppelt außgegeben, 
alß beibe jufammen leben. Um bal)er ben baaren SBertl) 
ber 2}crbinbungßrente ju ftnbcn, Ijaben mir t>on ber Summe ber 
baaren 2Bertfje einer lebenßlänglicfjen Leibrente r für eine mjäfp 
rige unb einer folgen für eine n jährige 5)3erfon, ben baaren 
SBertl) einer IBerbinbungßrente r auf baß fürgefte geben für eine 
m* unb eine njöfjrige Ißerfon ju fubtrafjiren. 91acf) §. 48 unb 
§. 52 wirb fomit 


^m,n J* (^ni “f" Qn ~ k ^in,n) (1), 

ober wenn man bie betreffenben 2ßcrtf)e einfüt>rt : 

I . -^^n+l —(JJin+l . 

JL ■*" *),, ‘ jL 7 P n J 


'B.,vn = r 


3 U f ä b f. 


1) gür eine praenumerando jaljlbarc 93crbinbungßrente auf 
baß lüngfte geben folgt: 

'Km.n = r(Vm + '<?« - ) .... (3), 

ober 

_ -(P"> • P n)' 

}).„ ^ fln JL . P» „ 

2) gür r = 1 getjen (1) unb (3) über in: 

^m,n ~ ^in “f“ Qn ‘ k ^in,n (5) 

"e». n = '<?m + 'Qn ~ *• • • • • (6). 

3) Um einen Slußbrurf für ben baaren SBertf) 'Rmn,, ber 


'R».n = r 


(4). 
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93erbinbung«rente r auf bad längfte Seben für eine m», eine n* 
unb eine q fahrige ^«fon ju enttmcfeln, beriicffic^tige man, baß 
bie Summe auö: 

1) bcm baaren SBertfje k ß m , n , q ber Skrbinbungörente r auf 
bad für^efic Seben ber brei Ißerfoncn, 

2) bein baaren 2Bcrtf)e 2 R m .„, q ber 93erbinbungörente r, roeldje 
fo lange bejogen tttirb, al« nodj gtv ci ber ffJerfonen *u* 
fa muten leben, 

3) bem baaren 2Bertl)c 'Rn,,„. q ber SBerbinbungSrente r auf 
baS längfte Sebcn ber brei s lfcrfonen 

ebenfo groß, als bie Summe ber Saarroertfje R,„ + R n + R q 
einer lebenslänglichen Seibrente r für eine nn, für eine n* unb 
für eine q fällige fßerfon fein muß. 

«ötan erhält l)iemad) bie ®leid)ung 
k Rm.n, q »+ 2 Rm,n, q “I“ ( R>n,n, q = Rni 4~ Rn 4“ R q 
unb barauö 

*Rm,n, q = Rn. 4“ Rn + R q — k R>n,n, q *Rm,n, q • • • (?)• 
ober nad) §. 52 (13): 

*Rm,n, q = r(^m+e n + ß q — k Pm,n — k <?m,q k (?n, q 4" k Pm,n. q ) • ■ (8) 

ober aud): 

*Rm,n,q = r 

m+l . P q + l) • P q +l) , n+l-R q +l) J^Q X 

" jj ra . p, h . p. + p. • Pa r h , 

SBirb bie 93crbinbungSretite praenumerando beredetet, fo ift 
ber Saarntertf) 

**Rm,n,q (Rm,n,q 4“ r 

— r ('Qm 4" 'Qn 4" 'Qu — k, ?ra,n k< ßm, q k ßn, q 4’ k Pm,n, q )-"(^®) 

• Pn) _ ^’(*L . P,) 

JJm J)n J)q Pm • jjm • I*q 

-^(Jfn • P q ) • Pn • P q )~| f 1 11 

“ JJ» .P q + JL • Pn • P a J ^ h 

Äntncrtung. 3n ähnlicher SScife läßt ficb biefe 8etrad)tung 
auf 4 unb mcljr '(ktfoiteu auebebneu. 

Söetfpicle. 

1 ) ßtoet fßerfonen A unb B, Bon welken A 87, B 90 3afyre 
alt ift, traben eine na^f^iifftge äkrbinbungfirentc auf ba« längfte 

9* 


r^Jm+l , ^>n+l , ^ q+1 _ 

[' *),n _ ^,.Pn 
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Men ju bejieljen ; wie groß ift ber baare Üßertlj ber SRenteneinljeit 
bei 4 projentiger 3i"f en Medjnung? 


21uf(öf ung. 


9Jadj ©teidjung (5) erljält man: 

, P87.90 , = Qsi "K <?#0 k P87 90 

^88 , ^91 4P, s .P M ) 


+ fco 

_ ZVm , _ 

^«7 fc« -fl 
+ fc.n - l’or ~ f ~ fc >2 • P95 ) 


1 P 
87 • r 90 


87-1'm 


(fcs • P *91 + fcü • T” i »2 — f— fc| U . P s 


83 


1,1383795 0,4016653 1 

~~ 0,8956254 + 0,1758548 0,395 625476^°' 31 70075 • 5 + 

0,2438519.4 + 0,1758548.3 + 0,1409093.2 -f- 
0,1083918.1) 

1,1383795 0,4016653 3,4782199 

— 0,3956254 + 0,1758548 2,3737524 

= 2,8774 + 2,2840 — 1,4652 = 3,6962 9ttf. 


2) Drei ^erfenen, rneldjc 91, 88 unb 85 Qafjre att fiiib, fidlem 
fidj eine nac^fc^üffige 35cr6inbung«reiite ucn 3000 2)?f. auf baS 
längftc Men; wie groß ifl ber baare 2BertIj berfelbcn, wenn bem 
3in3fujje 4 # / 0 ju ®runbe gelegt werben? 


21 u f 1 ö f u n g. 


9iad) ©leidjung (8) Ijat ntait: 

*1*91.88.86 = 3000 (Pltl + Pss + ?85 
k (?»1.88.8ß)' 

9hm ift aber 

_ JSfc* _ 0,2607560 

fcss 0,3170075 

_ ^fco = 2,0140302 
<?8r ’ ~ J) 85 0,6062034 

unb nad) bem 33cifi>iete 3 ju §. 52: 


k P9i.88 — k Pui.8ö 


P88.85 "f" 


0,1409093 

0,8213720 


= 1,85051 
= 2,59102 
= 3,32236 


k P»l 88 “ 
k Pßl.85 ~ 
k ?88 86 * == 


2HK 

• fc») 

fci- 

1*88 

^(fc 2 

■IW 

JW 

1*85 

4fcs 9 

■JW 


1*85 


1,194407 

1,31469 

1,59864 
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k . -~(Pil* ■ ^89 • ^ ) 

? 9 l 88 86 

folglidj U'ivt ber Saanoertlj 


1 * 88^8 


1,757 

2 


0,8785, 


%, 88 M = 3000 ( 1 ,8505 1 + 2,50102 3,32230 — 1,1 04407 — 

i, 31 469 — 1,59864 0,8785) 

= 3000.4,53400 = 13604,07 2Wf. 


2) Aufgcfd)olinit bcrbinbuitgsrctitr. 

§. 57. Aufgabe. 

(Sine m# uitb eine njäljrige »flcrfon f> a b e n eine 
um a 3 n 1> r e nufgefeljobene nadjfdjtiffige Serbin# 
bungörente r auf ba$ längfte Seben ju begiefjen*); 
wie grob tfl t er bnare fficrtfj ^R m , n ? 


Slufl öfung. 

' <8e(jt man in ter ©leidjung (1) beö J. 54 ftatt ber Saar# 
mertlje «on fogleid) beginnenten nadjfdjüfftgen Seibrentcn, bie 
baaren Söcrt^e ber um a 3afjrc aufgcfdjobrnen nadjfdjüfftgen 
Dienten, fo folgt unmittelbar: 

fRra,n s= t* ( aQm “f - » 0 n J^m,n ) 




— , — P 11-,- afl — "(Pin+a+t • l*n j ;! i l) 

" 


P" 


'pm • Pn 


• ( 1 ) 

....( 2 ) 


3 u f a (j. 


gür eine aufgcfdjobenc borfdjtifftge Leibrente, beren Se# 
jttg alfo jum erfteit DJlale am Gnbe beS aten 3afjre3 ftatt# 
finbet, folgt: 

»'Rm.n ==r(„'e m + aQn — *' Qm.n ) (3) 




, -P 

. P. 


i-t-“ i —— T , ]-r ft 

I U 


^(Pn,+n Pn+a) 
Pm • Pn 


■(4). 


Seifpiet. 

(Sine 84= unb eine 81 jährige Jßcrfon Ijaben eine um 4 Oaljre 
aufgcfdjobenc nadjfdjiiffigc SevbinbungSrente ton 5000 SDR. auf ba$ 


*) ®ct Skjug ber Scibrente finbet alfo jum erften SOtale am 6nbe bcs 
(a-(-l)tcn 3aljvc8 ftatt. 
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tängfte Men ju bejieljen; »ie groß ifl ber baare 353ertt) berfe£6en 
bei 4 projentiger 3* n f cn ^ cre (^nung ? 


2luf(öf ung. 

(Radj obiger ©(eidjung (2) wirb 


1^84.81 


5000 


(Run ifl aber 


~$ 


81* 

84 


, ^88 
+ 1 _ 


■^($ 89 • Pge) 
^84 • 1*81 


4?84 

4?81 “ 


?84-81 


^$S9 

' ^81 
i^8«) __ i 


0,8213720 

0,7417077 

2,0140302 

1,3349122 


$84 • i",' 


81 


B 84- B 8i 


= 1,107409 
= 1,508701 

($89 • 1*88 "f" $90 • B 87 "f“ $91 • B 8! 


+ $92 • P 8 9 + $93 • 1*90 + $94 • B 91 + $95 • P92) 

- (0,2438519. 14 + 0,1758548.12 + 


0,7417077.32 

0,1409093.10 + 0,1083918.8 + 0,0781671.6 + • 
0,0501071.5 + 0,0240900.4) 

23^3i6464 (3 ' 41 39266 + 2 ' 1102576 + 1,4090930 + 
0,8671344 -+- 0,4690026 + 0,2505355 + 0,0963600) 

W 6809 l - 0,363026. 

23,7346464 

ÜRan ^at baljer 

i B 84,8i = 5000(1,107409 + 1,508701 — 0,363026) 

= 5000.2,253084 = 11265,42 2Rf. 


3) Ätt km 2 ok ber einen Prrfon begiimtnbe feibtente. 

§. 58. Aufgabe. 

©ine m< unb eine njäfjrige (ßerfoit fdjließen mit 
einer (RentenanjlaU einen (Bertrag in ber (Seife, 
bafi eine (Rente r »on ber länger tebenben s 43erfon 
lebenöläng(id) vom ©nbe be$ Xobeöjaijreö ber an» 
beren (ßerfon an bezogen mirb. (Sie groß ift ber 
baare 2B c r t f> iR n i, n biefer (Rente? 

2luf(öfung. 

(Reijmen mir an, baß beibe (ßerfonen bic SBerbinbungörente 


P*3P« r v 
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r auf baö läng ft e 2 eben brjiefycn, fo ift nacf) §. 56 ber 
baare SQJcrtf) biefer ©erbinbungSrente auSgebrüeft burcf) r . ^ m-n . 
£>erfclbe wäre aber um ben baareu 2öertt> ber ©erbinbungSrente r 
beiber ffterfonen auf baö fiirjcfte 2 eben gröfier als ber ju 
fucf)enbe Saanoertl). ©ringt man bal)cr folgen roieber in Slbjug, 
fo bleibt für ben »erlangten ©aariuertf) 

tR,„ n = r (' p,„, 0 — k p,„,„)- (1) 


ober nacf) $. 56 (5): 

‘Rm.n r(ß„ 


-He« — 2. 


ober wenn man bie betreffenben Sßcrllje einfüf)rt : 

- r Ä±L 4- __ 2 •- (>■"+. • Pn +t ) 

“ ^ j)n Pn, . P„ 


+R 


• ( 2 ) 

... (3) 


3ufa&. 

gär r = 1 erhält man: 

‘pm.n ==s *Pm,n k Pm,n (5) 

= Pin + Pn 2 . k Q m a (6). 

2lunterlung. üftait überzeugt lieft teidit, tag + g In , n — 4 V”- 


©eifptel. 

SSon jtoei ©erfonen, roelcfte gegenwärtig 88 unb 85 3aftre alt 
finb , ftat bie eine »on beut Gnbe bes lobeSjaftreS ber anberen an 
lebenslänglich eine diente »on 1000 ÜJff. 3U bejieften; wie grofj ift 
ber baare äßertft biefer fftente, wenn bei ber ©eredjnung 4 projentige 
3infeu in 2lnfcftlag gebradjt werben? 

2t uf 18 f ung. 

©acft @leid)ung (2) wirb ber ©aarwertl) 

^88.8.1 = 1 000 (p 88 + P85 2 . k p88,8ö). 

ober nad) bern 3»citen ©eifpiele ju §. 56: 

t^88.85 = 1000(2,59102 -f- 3,82236 — 8,19728) 

= 1000.2,7161 = 2716,1 9©f. 


§. 59. Aufgabe. 

(Sine unb eine njäljrige fßerfon fcfjlieficn mit 
einer Dientenanflalt einen ©ertrag in ber 2Beife, 
bafi eine 9tente r »on ber länger lebenben Werfen 
lebenöläng lief) »on betn Snbe beS $obe6jaf)reS ber 


Digitized by Google 


136 


Sinter Stbfdjnitt 


anderen an bezogen wirb. 3Bie groß t ft bie am Gnbe 
eine« jeben3aljre$ auniacfyenbeGinlage +R' m ,n , ro en n 
biefc fo lange erfolgt, alä beite $erfonen 
fam men leben? 


Sluflöfung. 


3)er baare SBcrtf) aller bis jum Höbe her guerft fterbenben 
s 4$crfon bcgat)lten (Einlagen ifl bcrfelbc, wie ber SBaarmcrtf) einer 
n a cfj f d) ü f f i g c n 93erbinbungSrente, weldjc jäljrlid) f B m , n be> 
trägt, auf baS fürgeftc Seben, ober = + R' m ,n . k p m ,„. 

9lad> §. 58. ifl ferner ber Saarwertl) ber flu begieljcnben Seib* 
reute r burd? lRm, n bargcftellt unb man erhält bemnad; bie 
©leidjung 

'Rm.n.^m.n — “ ’Rni.n 

unb hieraus ’RVn = (1) 

^m,n 

ober auefy ttadj §. 58 (2) 

♦RV. - r ~ 2 ) (2) 


ober wenn man bie betreffenben SBertfje einfüßrt: 


f R', 




. -ipn+1 

rl T ~ 


$)r, • P„ 


J)n /-^ (JJm+1 . P n-fl) 


— 2 


....(3). 


3»fä&e. 

1) Erfolgen bie (Sinlagen ju Sin fang eines jeben 3al)teS, 
fo erhält man für bie jäfyrlidjc Einlage 

1< RVa = rfe+-^-2) 


(*m,n 

ober nad) ber in ber Sluflöfung ju §. 58 gemachten Semerfung 
aud) 

l'pm + 'Pa — 2 ■ k 'Pm,n ) 


^'R'm.n = r 


(*m,n 

_ r / 'gut ~i~ 'p n g 


2) pr 


1 erhält man fyierauS: 

V = _ tpm : n 

V m,n — u 

(>m,n 


(4) 

(5) 


Digitized by Gängle 



tRcdmungSartcu, toetdjc ficf) auf t»ic mcnfcf)(id)e @ter6lidjfeit gtünoen. 137 


+ / _(>ro + Q n 

l* n»,n — 


tV = 

(/ m,n — 


— — 2 

(*m,n 
“ 1 “ (^u 


Qiu,n 


— 2 . . 


.... ( 6 ) 
.... (7) 


2?eifpiel. 

Sen iicei fjJerfonen, lccldje gegenwärtig 88 uiib 85 3al)re alt 
finb, l)at bie eine nad) bem Jotc ber anberen eine lebenslängliche 
9ieute ben 4000 5>lf. ju bejie^cn. SlBie gvoj? ift bie am (Snbe eines 
jeten 3at>reS bis nad; erfolgtem Slbleben einer biefer Qierfonen ju 
madjenbe Ginlage, »nenn bcr 3‘ nS ! u B 5 U 4 % berechnet wirb ? 


2£ufli>fung. 

fftad) obiger ÖHeid;ung (2) loirb 


♦ß', 


4000 


Q m + <?«r, _ 

_ ?88 85 

ober ba nad) bem jtoeiten Scifpicle ju §.56 
<?8« — if S9 = 2,59102 

P85 = k “ = 3,32236 

P*«) _ 


4 


? 88.85 


Pss • 1*8 


1,59864, 


fo wirb bie Crinlage 

T ^88,85 ~ 4000 


2,59102 + 3,32236 
1,59864 

- -) 

= 4000.1,699007 = 6796,028 2Wf. 

5l it nt e r t u n g. SBJirb bic (Sintage praeuumcrando geteiftct, fo er» 
fiütt man nad (1) 


4 'ß*«, 8 fi = 4««0 


:s,r>')l 02 -f 4,:i22:tfi 
2,59864 
= 4000 CS-2) 

'2,o98G4 ’ 

= 4000. 1,0452 = 4180,8 2Kf. 


d) Ueberlebungdrcntcn. 

1) iltil dem Solle beginnenbe Rente. 

§. 60. Stufgabc. 

(Sin mjäfyrigcr ©f)cmattn lbid bott bein (Snbe feines 




\ 

-4 
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Vierter äbfdmitt. 


Dobcöjal)re8 an feinet njäljrigen grau (cbenölänglid) 
eine Diente r (SBitttvenpenfion) fiebern. 933 i c grofj ifi 
bie jn madjenbe baare (Sinlage li m +, n ? 


21 u f 1 6 f u n g. 


Der verlangte Saanvertf) ift offenbar gleicfy bern baaren 
. 933ertf>c einer von jejjt beginnenben Leibrente r ber n jährigen 
fjjerfon (§. 48) weniger bem baoren 2Bertl)e einer ißerbinbungö* 
rente r auf baö fürjefte Sebcn für eine m< unb eine n jährige 
4 43erfon (§. 52) in gleicher SBcifc bejogen. 
fflfan f)at baljer 

Pm + ,n == Pn ''ßnui 

= r (?n — k Qm.n) (1) 

Da nun 

'Qn = ?n + 1/ 
k/ ^m,n :== k ^m,n ”}~ 1/ 


fO ift ‘Qu • k ?m,n — Qn *Qm.n 

unb man fann bemnad) in ©leidjung (1) ftatt ber nadjfdjüfftgen 
aucl) vorfdjüfftge Dienten in Diedjnung bringen, ohne baburcf) 
ben in Stage ftefyenben Saanvertl) ju änbern. 

güljrt man in ©leidjung (1) bie bctreffenbeit Sßertfje ein, 
fo gef)t biefelbc über in: 

r^n+r __ ^(» m+ l.P^ l)l 
p m . Pn 

\ 2pn _ ^'(Pm ■ Pn)] 

f)n ~ JL • Pn 


Pm + ,n — 


( 2 ) 

( 3 ) 


3ufa&. 

§ür r — 1 folgt auS ©leidjung (1) 

Qm f,n — Qn k ^m,n ••*••••••• (4) 


Seifpiele. 

Sin 88 jätjriger Sljemann fiebert feiner 85 jährigen Stau eine 
SBittwenpenfion von jäljrlidj 1000 2Jlf. ; toie groß ift bie baar ein= 
julegenbe Summe jur Srroerbung biefer fJenfton, trenn 4 progentige 
3infen beregnet »erben? 

2luflöf ung. 

Dladj ©leidjung (1) »irb 

^ 88^,85 = 1000 (^ 85 k ? 88 . 86 )' 
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alfo 


9tun ijl aber nadj bem jtoeiten Seifpiele ju §. 56 
<?85 = tP « - 3,32236 

f*8ß 

k- w ^ t 89 * ^8lt) t "(ifj, . 

?88.8r> ft p — l,o9864, 
V»S • *86 

K 88 1 g5 = 1000 ( 3,32236 — 1 , 59864 ) 

= 1000 . 1,72872 = 1723,72 SWf . 


§. 61. Slufpbc. 

(Sine mj ädrige fßerfon will von bem (Snbe iljreS 
$obeöjafjre8 an einer njäljrigen eine Seibrente r 
f i cf) er n. 2Bie groft ift bie am (Snbe eineö jeben 
3aljteö an bie 21 n ft a 1 1 ju madjenbe (Sinlage R' m+ , n ? 


Sluflofung. 

3)er baarc 933ertf> aller bis jum Höbe ber juerfi ftetbenben 
f^erfon bejahten Einlagen ift berfelbe, alö ber ®aarn>ertlj einer 
nad)fdjüfftgen aScrbinbungörcntc, nteldje jäljrlid;) R' m t.n beträgt, 
auf baS fürjefte Seben. 2)iefe ift aber 

R^i+.n* k ^m.n (1) 

9tadj §■ 60 ift ferner ber baare aßertfj ber ju bejiefjenben 
UeberlebungSrente auSgebrücft burdj 

R m+ . n ( 2 ) 

unb man erhält bafjer burdj (*Jleict>fe^ung ber SluSbrücfe (1) unb 
(2) bie ©leidjung 

E t Jj D 

m+,n* Qm,n "in + .n 

unb fjierauS für ben verlangten ©aarnxrtfj: 

R , Rm-t.n -o, 

m+,n = Z (O) 

^m,n 

ober nad) §. 60 (1): 


ober 


R'm + .n 


R ra*,n — r 


-2» 


r \^- - 1 
n+1 


— 1 

^W m+1 .p„ + i) 

JJm- Pn 

_ [ Jm . P n ■ • 

LpT^P^.Pn+r) \ 


(4) 

(5) 


( 6 ). 
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SSierter Slbfdiuitt. 


3 uf ä & c. 

1) 3ür fccu Sali, beiß bic (Slnlctgcii praenumerando ju ge> 
fdjcljcn fynben, folgt 


IPm + .Il I* 


Q n 


(?in n 

Zp» i 

. $ n _ i 

. PjO 
? m .Pn 

^ P„ . 2$ a __ j 

j) n .^ m .P n ) 

2) gür r = 1 gc^cn bic ®leid)ungen (4) unb (7) über in 


== r 


( 7 ) 

(8) 
( 9 ) 



n ! <?n i 

e m + ,n — * 1 . . . . 

('m,n 

( 10 ) 

0 

‘n‘ — '*» 1 

?m + ,n i/ A . . . . 

tfin,n 

. . . . (li). 


föeifptel. 

Gin 88 jähriger Seemann fidjert feiner 85 jährigen grau ton 
feinem £cbe cm eine SaljreSvcute oon 1 500 ü)tf. ; toie siet ljat ber= 
fel6e .ant Gnbe eines jebeu 3aljre§ bis baljin in eine SHentenanftalt 
einjulegen, loenn biefe 4 pro^entige 3mfcn beredjnet? 


2(uf(öf ung. 

9?adj obiger @leid)ung (4) ift bie jaljrlidje Ginlage 

Qm 


ober ba 


audj: 


RV.85 = 1500 


Qsü 


Q&SSb 


£K 

p86 

z(K*u) 

Ps8 • 7*85 


11 , SS + .SS 1500 


— 1 

<?8 8.85 

= 3,32236 

1,59864, 

3,32236 


1,59864 


— 1 


= 1500.1,07824 = 16.17,36 2Wf. 
Stnmertung. Sieb bic Gitilagc praenumerando beredmet, fo folgt 


P 


Qss l_y?8 a% 

k VftH 85 


■]- 


1500 ■ 1 ,72372 
2,59864 


= 994,97 2 ) 1 1 . 
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Äe^nungäartcn, welche fiefj auf tue meitfdjU^c 2tcvb(idjfeit gründen. 14 1 
2) Anfgrfdjiilifiic tlclicrlrbumjsrtutc. 
t?. 02 . Slitfßrtbc. 

(5 i it in j d f) r i g e r g I) e m a n n f i d) e r t feiner njä£)vtgcn 
grau eine ^enfion in fccv äßeife, baß bereu 33 e 3 u g 
bnö erfte 5)ta( a 3 nl)rc nad) feinem Xobe erfolgt. 

'Ißie groß ift ber baare 2 ßertl) a R m + n biefer aufge* 

fd) ebenen UeberlebungSrente? 

Sluflßfung. 

Delfinen mir an, baß gleic^eitig P m . P n gl )c paare einen 
|o(d;en Vertrag abfdjließen, fo flerben im erfien 3 a$re »on 
P,„ Männern (P ra - P m+1 ), alfo »on P ra . P„ «Innern 
(Pm Pm+l) Pn- 

gbenfo groß märe natürlich aud) bie Slnjoljl ber Sßitimen 
nädj bein erften 3 al)re, menn nid)t aud) grauen geflorben mären. 
2)a nun aber von P„ grauen n ad) einem 3af»rc nur noef) P n+ , 

leben, fo ift bie 91 n ja 1)1 ber nad) bem erften 3 af)re (cbenben 

xßitfmcn 

“ (Rin Pm+l) Pn+ 1 - 

*on biefen (eben aber a 3 afjre fpäter nur nodj 
(Rm ~ Pm+l) Pn+a+1 

2 ßiftmen, meldje alfo bie erfte diente bejiefyen. 

gin 3 al)r fpäter gelangen aber aud) bie burcf) baö 91bfierbtu 
ber Jötänuer im jmeiten 3 at)rc ju SBittmcn gemorbenen grauen, 
bereu e$ am gnbe bc$ jmeiten 3 al;rcö 

ff , „ . ( P -+l Rm+ 2 ) I‘n+2, 

alfo nad) a 3 ‘iljren 

(Pm+l — P m+2) Pn+a+2 

ftnb, in ben Sejug ber diente, unb ba »on ben 

( P ni Pm+l) Pn+n+l 

fflittmen, meld;e bie »ritte jum erften 9 J?a(e bejogen haben, ein 
3al;r fpäter nur itod) 

Pm+l) Pn+a+2 

am Seben ftnb, fo l;at bie 33anf nad) (a + 2 ) Sauren, von ieht 
an gerechnet, an 

( p m — p m+l) Pn+n+2 + (Pm+l — P m +,,) P n+a+J 
~ (P“> — Pm+ 2 ) Pn+n +2 

Sßittmen ^enftonen aufyujaljlen. 
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®an$ analog ftnbet man, bajj am Grnbe bc$ 

(a-}-3)ten, (a+4)ten 

3at>rcö nod) 

(Pin — Piu+3) P n -)-a+3, (P in Pm+4) ^n-fa+4/ • • • • 

SDittmen leben. 

£>er baare Sßertlj ber Sludgaben ber Oicntenanflalt ift fomit 

f(Pm Pm+1 ) Pn+a-f-1 . (Pm Pm+2) Pn+a+2 

1 


l,Op "+ 1 


l, 0 p a + 2 



n+ft-f‘2 


1,0p a + 2 

n-f-a-f-1 P m4-2 • P 1 


_j_ Pn+a+3 


l,Op«+* 

n-fa+2 _|_ Pi 


+ 

m-f-3 • Pn-j-B+3 


r. l,Op n P„ 


■ n H-a-H 


l, 0 p *+ 2 

PlW-H- r 'J 


+ 


l, 0 p a + 3 
P n— fl— fi 


+ 


1,0p n + a + 1 l,Op n +*+* 

Pm+1 * P n-fa— 1 . Pm-f-2 • P n+a-4-2 , 

i,op n +«+i h l/öp“*»^ - 


1 l, 0 p n +®+ 3 1 
P m +3 • P u-fa-Hl 


( 1 ) 

( 2 ) 


•)] 


l,Op n +*+? 

= r.l,Op n [P m (JJ n+a+l + £ n+a+2 + $Jn+a+3 + ....)“ 
(Pra+1 >|)n+a+l + Pm+2-))n+a+i H~ P m +3 • i)Jn-H<+3 + • 

= r. l,Op"[Pni ^n+a+l — ^(P m +1 • J)n + a+l)] 

25ie (Einnahme ber Slnfialt ift bagegen 

‘ — Pin • Pn ■ aRmt.n 

unb man erteilt bemnad} aus (1) unb (2) bte ©[eidping 
P m .P„. n R„,t,, = r. l,Op n [P in 2 $ n+a+l ^(Pm+1 • J)n-fa+l)] 
unb Ijierauö ben »erlangten Saarroertl) 

aRmt.n = [P u , ^n+a+1 - -T(P»+t . JLhH-O] 

1 m . L n 

ober 

— a— ] ^T(Pin4-l ■ ^)n*fa-fl) 

r fln P,n l)n 

(Schreibt man bafür 

' i* r* v-At 


a R m t ( n — 


....(3). 


•^ Jn-fa-i-1 - ^( ftn- fa+1 • P m+l)l 

j)n+a Jln+a.PnT J' 

ober nad) §. 48. (5) unb §. 52 (5) 
pn+a 


T? — P D +“ r 
«%*,! " F 


a Rm 


+,n 


^)n 


• r(e„+« k (?n-fa,m) 


( 4 ) 


fo ergibt ftd) burd) Vergleichung biefeö 9Bert^ed mit ber ©feidjung 
(1) bed §. 60, bafj man fiatt obiger ©[eidjung (3) audj fc&en fann : 

%±.R!„ t ,n+a) (5) 


,R, 


m + ,n 


sn» 

J * 
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b. b- ber Saarweub wirb gefunben, wenn man ben 

Quotienten mit bem Saarmertbe btr lieber* 

*>" 

tebungSrente, rt> e l cf> e eine mjä^rige fßerfott einer 
(n + a)jäl)rigen fiebert, multiplicirt. 

3 « f ä & e. 

1) gür r — 1 folgt auö (4) unb (5)7 

aßin t ,n == ” (Pn+a k p<n+a),m) (6) 

^ n- a 

— ' ii (7) 

V n 

2) ©oll bie 93er|td)crung burd) eine praenumerando jabt* 
bare Prämie erworben «erben unb i|i biefe fo lange ju ent* 
richten, als beibe fßerfonen jufammen (eben, fo finbet man 
bafür 

R aKra + .n /ON 

m+,n — jj 

Q m.n 


Söeifpicf. 

Sin 85 fälliger @bemann fiebert feiner 78 jährigen grau eine 
fßenfion cou 2000 9Wf. , beren tSejug jebotb jum erften ÜWale erft 
10 Oabre na<b feinem £obe erfolgt. 2Bie grojj ift ber haare Söertb 
biefer isenfion bei ännaljme eines 4 projentigen .ßinSfufjeS? 


21 u f ( o f u n g. 


9fad) ©(eidjung (4) wirb 


ober ba 


?88 

fo ift 


10^85 1 .78 2000 (? 88 k (?88 85 )/ 

Vr8 

J) 88 = 0,3170075, $), 8 = 2,2993164 
— k e 88 , 85 = 2,59102 — 1,59864 = 0,99238, 

T , A _ 2000.0,3170075.0,99238 
io so .78 2,2993164 

= 273,6395 5«f. 


/ 
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Vierter Stbjdjnitt. 


3) ' Ktmputiirc Ucberlclmiigsrentc. 


§. 63. 21uf(j(töc. 

©ine mjährige l)Jerfon fiebert nad) ihrem $obe 
einet n jährigen ben t maligen 33 e j u g einet Ucber? 
lebungörente r. 2 B i e g r o jj ift bet baart Sßertl) 
tjRmt.n bcrfelben? 

21 u f l ö f u n g. 


9fef)mcn mir an, bic njäfyrigc ifierfon brjicfyc bie Ucbcrlcbung?« 
rente r leben? länglich, fo märe nach §. 60 ber ©aarmertl) bcrfelben 
bargeftellt burd) 

E ul+ .„ (1) 

5)a nun aber Ijierin ber Saarmerth 

tRm + .a (2) 

einer um t 3al;rc aufgefebobenen Ueberlebungdrentc ju niel ent? 
halten ift, fo folgt au? (1) unb ( 2 ) für Aen in gragc fleljenben 
33aarmertl) 

(t)Rmt,n === Rmt.n tßmt,n 


— r (^mt,n UJral.n) ( 3 ) 

güfirt man au? §. 60 (4) unb §. 62 (7) bie betreffenbrn 
2öertl)e ein, fo gebt oorfief)cnbe ©leichung (3) über in 


«) 


llmt.n 


Qn 


ober nad) §• 62 (6) 


k (?in.u »1 + . • ?m t, (n+t) (4), 

V» 


Qi l — >n 


Pn+t 




(5). 


3 ufa(j. 

§ür bie mälfrcnb ber 3 f tl be? SufAinmenlebend beibrr '^er? 
fonett praenumerando jU rntrid)tcnbc Ißräniie folgt: 

( 6 ). 


R I t (tjRmt.n 

m ,n — J 


23 e i f p i e l. 

(Sin 88 jähriger Öljemann fiebert feiner 85 jährigen ftrau auf 
3 3ahre eine UeherlebungSrente non 5000 9)if. 2ßie grojj ifl ber 
baare ÜPertb berfelben bei 4 projeutiger 3' n f cu &ere<hnung? 
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Sluflöfung. 

9?adf obiger (Steigung (5) unb §. 62 (4) folgt: 

(W, k ?88.85 


k " - ^(fcs-W) 


(3)^88 1 .85 5000 | 

fRuit ift aber 
^85 = 3,32236 
k e88.8 6 = 1,59 8 6 4 
j) 88 0,3170075 

jj) 88 “ 0,6062084 ” 0,522939 
Qs 8 = 2,59102 

P88.85 = Jj 88 . r 8r> = 0, 3170075.10 (°' 2438519 • 8 + 
0,1758548.6 + 0,1409093.5 +*0,1083918.4 + 
0,0781671.3 + 0,0501071.2 + 0,0240900.1) 

. — 95081 52 + 1,0551288 + 0,7045465 + 

3,170075 

0,4335672 + 0,2345013 + 0,1002142 + 
0,0240900) 

4,5028632 

~ 3,170075 — 1,420428, 
folglidj toirb 

(3)^88-1.85 = 5000 [3,32236—1,59864 — 0,522939 (2,59102 — 
1,420428)] 

= 5000 (1,72372 — 0,522939.1,170592) 

= 5000 (1,72372 — 0,612148) 

= 5000.1,111572 = 5557,86 2Rf. 


4) ßefoukre fälle ron bctbinimngsrtttlcii für brri Verfetten. 

8. 64. 2üifp6e. 

35 r c i fßerfonen A, BuitbC, weldje bejüglid) m, n 
unb q 3«l)te alt fiitb, bejief)en eine nadjfdjüffige 
fRenter, mcld)e mit bem Xobe beö C, ober auef) nacfys 
bem bie beiben fßerfonen A unb B geftorben finb, 
auffyört. SBie groß i fl ber baare SBertf) Rj (m , n) , q l t biefer 

. l(m,n)t ,ql 

fRente? 

2luflöfung. 

9?ef)men mir an, eö bcjiclje fornol)! A unb C, alö aud) B 
unb C eine Serbinbungörente r auf baä fiirjeflc ?eben, fo märe 
bie Summe ber 2karmertf)e beiber ^Renten 

© V i fe , allgemeine ftritymrtif. II. 2 . 9lufl« 10 
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Siettcr äbfcfjmtt. 


= k R ra ,q + k R B , q . 

§ierin ifi aber ber baare 933crtt> k R m ,„,q ber 93erbinbung6* 
rente ber brei ^erfonen auf baä fürgefic Seben bo^pclt enthalten, 
bringt man bat>er einen folgen wieber in Slbjug, fo bleibt 
für ben fragilen SBaarwcrth 


R{(m,n),q^ 1 


= k Rm,q + k Rn.q — k Rm,n.< 


== r( k em. q + k e„. q 


• ^(»m + l.Pq + l) 4 


k (?in,n,q) 


n+1 . P q+l) 


«ST» 

»m.p, ' »,.Pq 

-^'(»m+1 • P iM-1 -Pq+l) 


pm.Pn.P, 

3 u f f • 

1) 3ft bie SRentc eine oorfd)üffige, fo folgt: 


( 1 ) 


( 2 ) 


'Rjtm.nj.q^ 1 
T(m,n)t / q i 


r( k 'e„,.q + k ' 


^n,q 


k/ 


(?m,n,q) ♦ • • • 


P q ), V(i)„.P q ) 

. »„.Pq ^ |)n.Pq 


(3) 

....(4) 


^( »m.Pn.Pq) ] 

■ q -^n- A q m • Pn • 1 q 

= r ( k p B1 , q H- k (> n .q — k Cm,ti.q +1) (5) 

2) gür ten galt, bajj ber iKcntenbejug erft mit beni 2-obe 
bed C beginnt unb fo lange bauert, als eine ber beiben Q3er= 
fonen A unb B nod) am Seben ift, wirb ber baare 2Berth ge* 
funben, wenn man oon bem baaren äöertlje einer fogleid) be* 
ginnenben Skrbinbungörente ber jroei Ißerfonen A unb B auf 
ba$ tängfie Scben ben baaren 2Bertf) einer 35erbinbung8rente für 
A, B unb C, welche mit bem üobe beö C ober ber beiben 
Ißcrfonen A unb B aufhört, fubtral)irt. 

2 )a nun nach §. 56 jener burd) 

( R 

AV m,n/ 

biefer nach Obigem burd) 

R|(m,n),q* 1 » 

' (m,n)t ,q f 

bezeichnet ifj, fo folgt für ben in grage jleljenben Saarwerth 


‘R 


(m,nj,q 


f = 'Rn.n - R 


f('m,n),q T \ 

l(m,n)t,qf 


( 6 ) 


ober, wenn man bie betteffenben 2Bertf)e einfütjrt: 

'R(m,n),q^ = Rm + Rn k Rm,n ( k Rm,i| + k Rn,q k Rm.n,q) 

== r (Pm~i _ (?n k ^in,n — * k (?m,q k ?n,q ""t - k (?m,n,q)- • • -(7). 
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3) Um in Dorfkfycnbcm bie biö jum fjobe beS C jaf)(* 
bare grämte ju ftnbcn, fyat man offenbar mit bem Saarroerttje 
Rf(m,n). q t i in ben Saarwertl). fR^nM* au bioibiren. 

i(m,n)t ,q I 

Seifpiel. 

2)rei ^erfonen, Wetd)e gegenwärtig 91, 88 unb 85 3aljre alt 
finb, bejie^en eine nadjfdjiiffige 9iente oon COOO 9Jif., bie mit bem 
fJobe ber 85jät)rigen, ober and), nadbbem bie beiben anberen ge= 
ftorSen finb , aufljert. 2Bic groß ift ber baare ÜBertfy biefer Stellte 
bei 4 projentigem 3infenanfa($? 

3tuf tofung. 

Stad; ©teidjung (1) ift ber Saanoertlj 

R l(#l,88),8S^ 1 = 6000( k ^ 91>8Ä + k ?gg.8& k t?9I.88.8r>)- 

1(91,88) t, 88) 

Siun wirb aber nach bem britten Seifbiete ju §. 52 
k <?9i.S5 — 1,31469 - 

k <?88 85 = 1,59864 
k <?B1.88.85 = 0,8785, 

fotglidj 

Rfdi.aWi = 6000(1,31469 + 1,59864 — 0,8785) 

* (»1.88)4 .85» 

= 6000.2,03483 == 12208,98 5Kf. 

* 

Seginnt ber Scjug erft mit bem lobe ber 85 jährigen fperfon 
unb bauert berfetbe bis jur jutefet fterbenben ber fßerfonen A unb B, 
fo folgt nad) (7) burd) ©infilfyrung ber betreffenben SEBerttjc: 

*11(91,88), 85* — 6000 (p(, t -f- Q m k (?91.88 k 91.85 

k ?88.85 “l" k Olll, 88,85) 

= 6000(1,85051 + 2,59102-1,194407—1,31469 — 
1,59864 + 0,8785) 

= 6000.1,212293 = 7273,758 SDtf. 


5) tDaifenpenfion. 

f?. 65. SlufgaDc. 

fl) i c klettern, roctcfje gegenwärtig m unb n Safyre 
alt finb, fidjern i f> r c in qfäfyrigen Äinbe eine nad) 
i f) x e m flobe bejicfjbare lebenslängliche 9te nte r. 
9GB i c grofi ifl ber baare 3ß er tt) R^n/.q biefer 2Baifen< 
p e n f i 0 n ? 

10* 
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21 « f I ö f u n g. 

9tcf)men wir an, ba$ Jfinb bejicljc eine fofort bcßinncnbe 
lebenslängliche SHcntc r, fo ifl beren 23aarwerth auögebrücft 
burd) R q . 

hierin wäre aber ber Saarwertl) einer Stente r, welche mit 
bem 2wbe beS Äinbeö ober and) mit bem Sluöfterben ber beiben 
?leltern enbigt, ju »iel enthalten. Sringt man biefen baber 
nad) §. 64 (1) in SIbjug, fo erhält man für ben oerlangten 
Saarwerti) 

R(m,n)^,q = Eq — ( k ßm,q “f" k E n ,q — k Rm,n,q) 

r(fq k Qm.q k pn,q “l” k ^m,n,q) ..... (1) 

== r ( Pq k Pm.q ‘ k ßn.q “t* U Prn.n.q) .... (2), 

ober wenn man bie betreffenben Serthe cinführt : 

-^Jq+l m±l - Pq -fl) — (ftn +l . Pq+l) 

. jq • Pq 

I • Pn+1 • Pq+l) 

$)m • P n . Pq 

^ _ ^-Fj) _ ^.-Pq) 

K >-.p, 

l) ra .P».P, 


R(m,n)^ .q r 


Jn+l ■ 

P« • P, 


(3) 


(4). 


3ufH- 

Sichert ber 93ater allein feinem fliitbe eine lebenslängliche 
ißenfion r, fo wirb ber Saarwertl) auf biefelbc Seife berechnet 
wie ber einer Sittwenpenfion (§. 60 ). San erhält bafür 
Em^.q = E q k Rm,q 1 , 

= r(fq — k pm.,)] ^ ' 

©oH baS Hinb nur währenb t 3al)re im ©etiuffe ber 
iPenjton bleiben, fo hat man, um ben ©aarwertf) gii ftnbcn, in 
ber ©leidjung ( 5 ) für beibe Serthe ber rechten Seite bie betreff 
fenben temporären Leibrenten auf t 3«h r c einjuführen. 9fad) 
§. 50 wirb alöbann: 

(t)Em',q === E q tEq ( k ßm,q k üm,q)| /g\ 
r(^q t?q k Pm,q “t“ k Pm,q)/ 

Seifpiel. 

3wei ißerfonett, welche gegenwärtig 91 unb 88 3ahre alt finb, 
fid/ern nach ihrem lobe einer britten, 85 jährigen ißerfon eine 
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lebenslängliche Stente ton 4000 2Rf.'; wie groß ift ber baare SBerth 
berfelben, wenn ber 3> n ®f u 6 i u 4% beregnet wirb? 

Huflcfung. 

(Rach obiger ©(eidjung ( 1 ) folgt 

®(9I(fi8)+ ,85 = ?85 ftll.85 k p88,85 “f" ftjl.88.85 - 

(Run ift aber 

ft* = = 3,32236 

y8ß 

k ft,, 86 = = 1,31469 

t>91 • r 85 

k fts,85 = ^'■’ p P86) = 1,59864 

k„ ^Pw^ss^s«) n Q7Cl r 

e»i.88,85 = n p- p- - = 0,8785 

Vlll • r 88 • r 85 

folglidj 

R ( 9i,88)+ 85 = 4000(3,32236 — 1,31469 — 1,59864 -f 0,8785) 
= 4000.1,28753 = 5150,12 2Rf. 

§. 66 . Slufpben jur llcfmttg. 

1) ©ine 30jährige (JJcrfon will fttf) eine am Gnbe eines jebc» 
3af)reS zahlbare Leibrente ton 2000 9Rf. enterben. SLßcIdje 
Kapitaleinlage tjnt biefelbe ju machen, wenn 4 % 3infen be* 
rechnet werben? 

2) SBeldje SRife hat eine 50 jährige ffferfon an eine Renten* 
anftalt 31 t entrichten, um ftd) eine unteränberliche nachfehüfftge 
Seibrente ton 1000 9JM. gu erwerben, wenn ber (Berechnung ein 
4 pro^entiger 3 inSfufj gu ©runbe gelegt wirb? 

3) 2Betcf)e torfchüffige Seibrente fann ftch eine 40jährige 
(Perfon mit einer baaren Ginlage ton 12000 5J?f. erwerben, wenn 
3progentigc 3infen in (Rechnung gebracht werben? 

4) 2Bie grob ift bie -SRife einer um 20 3ahre aufgehobenen 
nachfchüfftgen Leibrente ton 500 9Rf. für eine 30jährige (Perfon, 
wenn ein 4 projentiger 3«nöfu# iu (Rechnung gebracht wirb? 

5) SRit weher Summe fann ftd) eine 20 jährige (Perfon 
ton ihrem 30tcn ücbenöjahre an eine torfchüfftge Leibrente ton 
1500 dRf. erwerben bei 3 progentiger 3infenbcrect>ium(j ? 
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6) SBelcfje nacfjfcfyüfftge Leibrente fann ftc£j eine 30 jährige 
Ißerfon von if)tcm 50ten Sebeitdfafyre an mit einer baaren (Sin* 
läge von 4067,5 ÜJlf. erwerben bei Slnrecfjnung 4progentiger 
3infen? 

7) SQSetcfjc vorfcfyüfftge Scibrentc fann ftef) eine 25 jährige 
Ißerfon von ifyrcm 40ten Sebendfafyre an mit einer baaren (Sin* 
läge von 4000 9Jif. erwerben, wenn bie Slnfialt 3 % berechnet? 

8) (Sine s 43crfon, welche jeft 40 3afyre alt ift, will ftc^ eine 

temporäre nacl)fcf)üfftge Seibrente von 2000 9)?f. auf 10 3af)re 
erwerben. 2öie groj? ift beren baare (Sinlage, wenn 3projentige 
3infen beredjnet werben? ' 

9) 2Beld>e baare Kapitaleinlage l)at eine 50jaf)rige Ißetfon 
in eine Sientcnanftalt ju madjen, um ftef) eine vorfcfjüfftge Sei6* 
rente von 1000 5Jtf. auf bie näcfyften 20 3al)re ju erwerben, 
wenn ber 3indfuf ju 4 °/ 0 berechnet wirb? 

10) (Sine 24 jährige Ißetfon will ficf> von ifyrem 30ten 3al)re 
an auf 10 3«f)te eine nad)fct)üfftge Seibrente von 3000 ÜJtf. er* 
werben; welche baare (Sinlage f)at biefelbe ju machen, wenn ber 
3indfufj ju 4 % berechnet wirb? 

11) (Sine 44 jäfjrige IJJerfon l)«t ftc^ mit einer baaren Sin* 
läge von 1186,4875 ?0tf. eine mit intern 50ten 3af)re beginnenbe 
vorfc^üfftge Stente auf 12 3«l)re erworben; wie groß ift biefe 
9fente bei 3projentigem 3infenanfafe? 

12) Sine 35 jätjrige Ißerfon will ftd) von if»rem 45ten Sehend* 
jafjre an eine Seibrente von 1000 9Jtf. erwerben; wie viel f>at 
biefelbe von je&t an am Snbe eined jeben 3al)rcd bid $u iljrem 
45ten 3af)te an bie 9?entcnanfialt ju entrichten , wenn biefe 
4projentige 3infen in 3lnred)nung bringt? 

13) Sine 36 jährige $erfon l)ut ftd) mit einer jährlichen 
postnumerando jafylbaren Sinlage von 1823 5Jif. eine non iljtem 
50ten 3af)rc an beziehbare nad;fcf)üfftgc 9tcnte erworben; wie 
grof ift biefe bei 4projentigem 3indfufe? 

14) Sine 60 jährige unb eine 90 jährige s 43erfon bejiefyen 
eine nadjfdjüfftge Skrbinbungdrente von 1800 9Jtf. auf bad für* 
jefte Seben; wie grof ift ber. baare SBertl) berfelben bei einem 
4pro$cntigen 3indfufe?- 

15) 2>rei Ißerfonen, von welchen bie eine 70, bie zweite 88 
unb bie britte 91 3al)re alt ift, beziehen eine nacf)fcf)üfftge Hier* 
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binbungSrentc »on 2000 9){f. auf baS fiirjcflc Heben; wie groß 
ift bereu baarcr SBcrtf) bei ^Berechnung 3 pro^entiger ßinfen? 

16) Drei fferfonen, welche gegenwärtig 60, 90 unb 91 Safjre 
alt ftnb, beziehen fo (äuge eine nacf)fd;üfftge 33erbinbungSrente 
»on 9000 9J?f., als nod) jtvei berfelbeit jufammen (eben. 5Bic 
groß ift ber baare SBertl) biefer 5iente bei 4projentigem 3 >'nfen* 
anfaße? 

17) (Sine 80 jäl>rige unb eine 87 jährige s .J?erfon wollen ftd) 
eine nacf> 4 3al)rcn beginnenbe SßerbinbungSrentc »ön 10000 5Kf. 
auf baS förgefte Heben erwerben; wie groß ift ber baare ÜBertl) 
berfelben bei 3ugrunbc(cgung eines 3 progentigen 3>nSfußcS? 

18) (Sine 90fdf)rige unb eine 93 jährige Ißerfon ftcfjern ftd) 
eine nad)fcf)üfftge 23erbinbungSrcntc »on 5000 3Jif. auf baS längfte 
Heben; wie groß ift ber baare Sßcrtl) berfelben, wenn 4projen* 
tige 3 infen bercot>net werben? 

19) (Sine 82* unb eine 86 jährige ißerfon ^aben eine nad) 
5 Sa'ßrcn beginnenbe nod)fd)iifftge 23erbinbungSrente »on 2000 9J?f. 
auf baS längfte Heben ju bejiefjen; wie groß ift ber baare Sßcrtf) 
berfelben bei 4 °/ 0 3tnfen? 

20) 3wei fßerfonen, »on welchen bie eine 87, bie anbere 
90 3al)re alt ift, haben ft cf) eine Heibrente »on 2000 ÜJ?f. in ber 
HBeife erworben, baß bic eine biefclbe »om Snbe beS DobeSjahrcS 
ber anberen an lebenslänglich begieljt ; wie groß ift ber baare 
SBertl) biefer Mente bei 4projentigent 3inSfuße? 

21 ) 9Son jwei iperfoncn, welche gegenwärtig 79 unb 80 3aljre 
alt ftnb, h<0 bie eine »om (Snbc beS DobeSjahreS ber anberen 
an eine 5Rente »on 3000 SKf. lebenslänglich 311 beziehen; wie 
groß ift bie am (Snbe eines (eben 3a()rcS bis jum erfolgten 2lb* 
fterben ber einen ^erfon in bie Dlentenanftalt ju machenbe (Sin* 
läge, wenn 3 progentige 3infcn in Rechnung gebracht werben? 

22 ) Sin 90 jähriger SSRann ftchert feiner 87 jährigen %xan 
eine HBittwenpenfion »on jährlich 2000 9J?f.; weldjcS ift ~ber baare 
SÖertf) biefer s 4(enßon bei 4projentigetn 3tnSfuße? 

23) Sin 90 jähriger SRantt will »on bem Snbe feines DobeS* 
jahreS an feiner jejjt 79 jährigen grau eine Leibrente »on 5000 9Jlf. 
ftchern; wie groß ift bic am Snbe eines jeben 3al)reS an bie 
fRentcnanfialt $u machenbe Sinlagc bei 5Bered)nung eines 3 pro* 
jentigen 3inSfußcS? 
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24) (Sin 87 jäf>ri 9 cr SJiann fiebert feiner 86 fahrigen grau 
eine Leibrente von 1000 ®if. in ber SBeife, baß beten Sejug 
bad erfte 9)tal 4 3n^rc nach feinem Hobe auSbejahlt werbe; 
wie groß ifi ber baare 333ertt> biefer Diente bei ^Berechnung 4pro« 
jentiger 3‘nfen ? 

25) 3Bic groß ift ber banre Sßertl) einer nacfcfdjüfftgcn 8eib« 
rente, wenn bicfelbc anfänglich = r ifi, in jebem ber folgenben 
3af>rc aber um <1 größer wirb als im nächfioothergehenbeti? 

26) SBenh aber in »orhergehenber Aufgabe bie Diente jcbeS 
3n()t um d abnimmt, wie groß ift bann ber baare SBcrth ber« 
felben? 

27) 2Bie groß ifi ber baare SBerth einer nachfchüfftgen 8eib« 
rente, wenn biefelbe anfänglich = r ift, in jebem folgenben 3«h re 
aber qmal größer wirb als im nächftoorhergchenben? 

D. Don ben ßedjnungett bet Ccbenstierfuherungen. 

§. 67. ISrflimtugcn. 

Unter einer 8cbenS»erficherungSanfialt »erftetjt man 
eine ©cfetlfcijaft, welche gegen (Sntrichtung eines einmaligen ober 
jährlichen Beitrages (Prämie) bie SBerbinblichfeit übernimmt, 
ein beflimmteS Kapital nach bem Xobe beS Slcrficherten 
an eine anbere Ißerfon auSjtijahlen.' 

2>ie 3<i()rcSprämicn werben in ber Siegel praenumerando 
befahlt unb bilben foniit eine oorfchüfßge 3«i>rcSrcnte. 

3n allen gäUcn nennt man bie »on ber Slnftalt bem 33er« 
fieberten jugcftetltc Urfunbe Police (SSerjtcherungSfchciit). 

3n 39ejug auf baS oon bet Slnfialt auSjuaahlenbe Kapital 
fann bie SebenSoerßcherung breifacher Slrt fein, nämlich: 

a) auf einzelnes 8eben, wenn bie Slnftalt bemjenigen, 
ju beffen Ounften bie Ükrficherung gefchah, b. !)• bem recht« 
mäßigen SBcftßer ber Police, baS verfidjerte Kapital auSjahleit 
muß, im galle berjenige, welcher »erftchcrn läßt, innerhalb ber 
feftgcfefctcn 3tit ftirbt. 

b) auf oerbuitbeneS 8cben, wenn jwei IjSerfoncn ftch in 
ber äBeife »erßehern, baß ftc eine gemeinschaftliche Prämie 
galten unb bie Slnftalt nach bem Hobe ber einen Ißerfon, ber 
biefer überlebenben bie »erftchertc Summe auSjujahlen hat. • 
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£>iefc 3?crftd)erung$art faitn notürlid) in analoger Sßcife 
aud) auf mehr alö jt»ei *J3crfoncn auögebebnt »»erben. 

c) auf lieb c r (c b un g, »nenn bie SInftalt einer befliminten 
»on j»»ci ‘.ßerfonen bie »erficbcrte Summe einjutjdnbigen b at / 
im gälte bie anbere »or il)r ftirbt, im umgefebrten Salle aber 
nid)t jur 3«bl u,, 9 ö ^*f tlin 9 »erbunben ifi. 

Slitmerfuiig. Sie mifjcreit Cebitigungeit finb ftetä aitS ben <2ta-- 
tuten ber betreffenben Snftatt 3U erfeften.' 


a) Ißrämienberecbnung für bie 33erfid)erung auf 
ein eingclncö Seben. 

«) »crfidjcrimg auf kn (Soksfall oljnc ßcöingitng. 

§. 68 . Aufgabe. 

(Sine mjäbrige Ißerfon mül ibr fieben auf ein 
Kapital K, ba« itad) ihrem üobe an bie ßrben a u ö ^ 
befahlt wirb, »erficbern; «j c t cf) e baare (Sinlage L m 
bat biefelbe ber 33erficbcrung«anftalt ju machen? 


Sluflöfung. 

9iebmen mir an, bafi gleichzeitig P m m jährige fßerfonen 
einen folgen Vertrag mit ber Slnjlalt abfcf)Iic^cn, fo iji bic baare 
6 innab me berfelbcit 

= Pm • L ra (1). 

- 5)a aber im 

lten, 2ten, 3ten, .... Sabre 

P m Pm-t-1, I m+1 1 m4-2, Pm+2 1 m- r :i .... 

*ßcrfonen ftcrbeit, fo bat bie 53anf am @nbe be« 

lten, 2ten, 3ten, .... 

Sabre« ber Meibe nach 

K(P m — Ptn+l), K(P m+I — Pm+s), K(Pm+2 — P m+s) , .... 
auöjujablen. 

5)er baare SGBertb ber Sluögaben ift fornit: 

Pm + 1 | 1 inf-1 Pni^-*2 , P m-f 2 P m+:i . 

* i n»s > i n_« i • * 


- k N 

= K . l,Op n 


Op 


P — P 

in j 


m-fl 


l,Op ra+1 


l,OpJ ' 1,0p 3 

^ni-fl Pm +2 . Pro +2 Pm +3 . 

l,0p m+2 l,Op m + 3 ~ 


r + 
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Opm+1 

Pm+1 

ljOp"^ 1 

gm 

1,0p 


+ 

Pra+1 

+ 

Pm+2 


l,Op m +* 

l,Opm+J 

+ 

Pm-f 2 

4- 

Pm-f 3 

+ .... 

l,Op m +* 

l,0pm-f3 




: i,o P 


| ^m+l 
^ 1,0p 

+ 

^ m+2 

1,0p 

+ $m+2 

+ 

E m+8 

- (^P- 

11 

Pm) 

( l',Öp “ 

■) 

+ |Jn 

0,0p v 

Dn, 


1,0p “ 




+ 


(«) 


= K . 1,0p” 

= K . 1,0p“ 

= K.l,Op« 

= K . 1,0p“ 

2luä ber ©[eicfjfefcung bcr Ginnatjmen (1) unb ber 21 u6* 
gaben (2) ergibt fief) : 

t _ K - 1 »°p ro hi _ Mp 
L m — « [v® ' i ( Op 


( 2 ). 


P„, 

K 
P m 

1,0p” 

KL _ 0,0p 

1,0p 

= K(1 -Ä.f 

l 1,0p 

ober tiacf) §. 48 (5) unb (6): 

T _ K (i °/0p 

L m _ KU — ■ e- 


- f» 


0,0p 

1,0p 

Zpu, 


2p* 


= K 


1 ~ + l) 


( 3 ) 

( 4 ) 

(5) . 


SKnmetJung. ®ie SJormetn (4) unb (5) eignen fidj befonbcrS 
bann jur ©ereebnung be§ ©aarroertbe-S ber ©erftcberungSjumme, toenit 
man im ©eftye non fieibrcntentabellen ijt. 

3ufafc. 

SBejeidjnen wir in ber 2luf(öfung obiger 2Iufgabe bie2)iffercnjen 
Pm Pm+1, Pm-f 1 Pm+2, Pm+2 Pm-f-3, - • • • 

ber Steife naefy burcf) 


D 


m+1 , 


D 


m+2, 


D 


m+3, 
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fo wirb bie 2lu6gabe bcr ©anf am Silbe beö 

lten, 2ten, 3tcn, .... 

Saljrcö 


Dm+i.K, 


D m+ 2.K, 


D m+3 .K . 


atfo ber baarc 33Bcrtb> aller Sludgaben 


Tr l^m+1 - I^m-4-2 - . 

~ U^P W ^ X0p 9 •••• 


D 


= K 1 0n m ~ m+1 — u 

' ' 1 1,0!)“+’ ^ 


Opm+l 

ober wenn man analog bem grüneren 

T) 

1,0p“ ~ " m 

unb 

B m+ i + B ui-f- + Bm-j-1 -f" • • 

fe&t; 

== K.l / Op m .^B in+ , . . 
SBir erhalten fomit bie ©leidjung 

Pm • Lm = 1,0p“ . K . -ZBro+1 

unb -hieraus 

l,Op m .K. JSD m+ i 


Dm+! . D in 4-1 

i,Op“+* i,0p m + 3 


= -TB, 


m+1 


(6). 


Lm — 


K.^U, 


m-fl 


(7). 


»nmertung. ©inb einmal Sie SBertbe oon 2 'D r „ für einen 
beftimmten ^finäfüfj mit 3 ugrunbcleaung einer geroiffen ©terbliebfeitä* 
tabclle berechnet, fo gemährt tiefe (Bleichung ten SKortbeil fehr rafchet 
Seftimntung be$ baaren SBertheS einer Serficbeningssfumme. 


© e i f p 1 e l. 

SBeldje baare Ginlage hat eine 85 jährige Sßerfon in eine ?eben8= 
»erfidjerungSanftalt ju machen, wenn fidj biefeibe für lebenslänglich 
auf ein Kapital oon 8000 SD». t*erfic^ern will unb 4 projentige 
3infen berechnet werben? 


Huflöfung. 

SJfadj ©leidjung (4) ifi ber ©aarwertlj 
1-85 = 8000 fl i 04 ‘ *^ 8B 

= 8000 |l — . 4,32236 j 

= 8000(1 — 0*1662447) = 6670,0424 SD». 
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§. 69. Aufgabe. 

(Sine mjäf)rigc fßerfon will ihr Heben auf ein 
Kapital K ocrfichern, baS nach i f) r e m Dobe an bic 
(Srben auSbegaf)lt wirb. SBeldje Stände L' m hat 
biefelbe lebenslänglich praenumerando an bic Sin» 
Palt gu leiften? 

Sluflöfung. 

Der baare Sßerth ber 3ahreSpräinicn ift offenbar gleich bem 
©aarwerthe einer lebenslänglichen oorphüfftgen Heibrente = L' m 
für eine m jährige 5$erfon, alfo 

— L'm • 'Qm (1). 

Der baare 2Bertt> ber SSanfleifiung ip aber nach §. 68 aus» 

gebrüeft burcf) L m , (2). 

Da nun bie beiben HBerthe (1) unb (2) einanber gleich fein 
muffen, fo erhält man bie ©leichung 

L ni * Qm ^ L m 

nnb hieraus bie verlangte Prämie 

Lnl ‘Qm em+1 (3) ' 

b. h- bie jährliche Prämie gur (Srmcrbung eines nach 
bem Dobe gahlbaren Kapitals mirb erhalten, wenn 
man ben baaren SBertf) biefer ©crficherungSfumme 
bitrch ben ©aarroerth ber lebenslänglich gu begie» 
henbeit Slenteneinheit bioibirt. 

Durch (Einführung beS SBcrtheS uon L m auS §. 68 (4) ober 
(5) geht »orpehenbe ®lcict)ung (3) über in: 

L '-- K (i-w <4) 

- K |^-w) (5) 

- K (|t - w) < 6 >- 

3 u f ä h e. 

1) 9iad) §. 68 (7) ift bie Prämie auch auSgebrücft turch 
T , _ K .sjPm+l 

" _ 'ßm ' $m 

ober L' m = (7). 
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31 mit er tun g. SJiittclft tiefer Wteicfiung läßt fiel), unabhängig 
oon tem tBaarwcrtbe tcr Leibrente, tie grämte rafd) berechnen, fobalb 
man im Scftpe einer, fäntmtlidje SSBertbe uon So a cntbattenbeti 
belle ift. 


2) ©efchicht bic ©rämienjafjlung nicht lebenslänglich, fort* 
bern nur wäljrenb n Sauren, ober, im Salle ber 93erftcfjertc inner* 
l>nlb biefer 3fü flerben follte, biß ju beffen SEobe , fo ift bic 
©aarleiftung an bie ©anf offenbar gleich bem baaren SBerthe einer 
oorfd)üfftgen temporären Seibrente, roeldje ber Prämie gleidffommt 
auf n Satjre. ©ejeichncn mir in biefem bie Prämie burd) 
L' 4 " 5 , fo ift atfo bie baare Einnahme ber ©anf L unb 
bie baare SluSgabe berfclben L m . 

333ir ermatten fomit bie ®leid)ung: 

L^. (n) V = L„ 
unb Ijierauö bie ©rämie 


L' 00 = 


(n) Q nt 


( 8 ). 


3) SBünfdjt eine ©erfon, welche if)r ?eben im mten SebcttS* 
alter mit einer 3al)re$prämic L'„, auf ein Kapital K oerfidjert 
hat, nadfbem. a Safyrc oerfloffen ftnb, aus irgenb einem @runbe 
ben ©ertrag mit ber Slnjtalt aufjulöfen, fo nennt man biefeS: 
fMdfauf ber ©olice. 

Um in biefem gallc bie (SntfdfäbigungSfumme ju beftimmen, 
weld;c bic auStretenbc ©erfon oon Seiten ber ©crftdjerungSanfialt 
anjufpted)en h<H/ wollen wir annclpnen, bic ©erfoit fei erfl in 
ihrem (m-f-a)ten SebenSjaf)rc ber Slnftalt beigetreten; alSbann 
hätte ftc eine SaljrcSprümic == L'm+ a , fomit (L' m+ „ — L' m ) 
mel)r beijutragen gehabt. 9lun t>al ftd) biefelbe aber fd)on im 
mten ScbcnSjaljrc aufnehmen laffen unb erlangt baffer, ba fte 
jefct (m+a) 3abrc alt ift, oon ta ab mit einem um (L' m+R — L'm) 
Heineren 3‘il)reSbeitrage bie nämlichen 2lufprüd)C als eine ©erfon, 
welche ftd) im (m+a)tcn SebcnSjahrc oerftdjern läßt. Sie barf 
beSl)alb bei ihrem SluStrittc eine (Sntfdjäbigung anfprcdjfn, welche 
gleich fein mujj bem ©aarwertffe einer Leibrente im jährlichen 
©etrage oon (L'm+a — L' m ) für eine (m+a) jährige ©erfon, alfo 
entweber (L' m +a — L'm) ?,„+» 

Ober (L m~a L m ) '^ m + R 

je nachbem jur 3 f it beS SluStrittS eben erfi bie le^tc ©rämie 

entrichtet worben ift ober nicht. 
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Sßicrter ‘Äbftfmitt. 


9)ian fann nun aud) leidjt biefe baarc SJücfocrgütung in 
eine Leibrente umwanbeln. 

Seifpiel. 

Sßelche grämte hat eine 85 jährige 'ißerfon praenumerando an 
eine i'cbcnSoerficherungSanftalt lebenslänglich jährlich ju entrichten, 
wenn biefetbe nach ihrem Scbe ihren Erben ein Kapital oon 8000 ÜKf. 
fnhern will, bei einer 4pro3entigen 3infcnberechnung? 


Sluflöf ung. 


9lach bem Seifpiele 3 U §. 68 ift ber 23aarmerth biefer 53er- 
ftdjentng 

I^ 5 — 6670,0423 3Bf., 
alfo wirb nach ©leidjung (3) 


L 85 6670,0423 

'p 8r , 4,32236 


1543,147 «Dil. 


ß) Änfgrfctjolinic Ccticusncrfidjernmj. 

8 . 70. Aufgabe. 

933 c l d> c baarc Einlage ,L ra hat eine m jährige 93 er 
fon in eine Sebcnöocrfichcrungöanftalt ju machen, 
um nach ihrem Sobc ben Erben ein Kapital K in 
bem Salle ju f i <f) er n , bah brr üobcöfall nicht im 
Saufe ber erflen a 3ahre eintritt? 

21 ttflöfung. 

Nehmen wir an, bie ocrftcherte ^erfoit fei bei ber 93er* 
ftcherung (m+a).3ahre alt, bie SBcrftcherttng habe alfo a 3ahre 
fpüter flattgefunben, fo wäre nad) §. 68 (4) ber Saarwerth bed 
nach ihrem 2obe ju jahlenben Äapitalö K 

t Tr fi °'°P / 

•L^m+a — IV 1 1 Op ’ 

uitb bie Sanf würbe alfo non ben im (m+a)ten 3ahre nod) 
lebenbett Pm+a $ßerfonen bie Summe 

p ir 1 /„ 

*- »U+Ä * XV 1 J Qp * "®+Ä 

einnehmen, waö auf je^t, wo bie s $erfoncn nur m 3ahre alt 
ftnb, biäcontirt, ben SBertf) 
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1,0p“ 


1 _ ®'°P 

1,0p 




( 1 ) 


liefert. 

Da aber gegenwärtig P m fßerfoncn leben, alfo ebenfo »icl 
bic (Sinlage ju machen fyaben, fo ift bic baare @innaf)ine aud) 

= P m . .L m (2). 

• fDurdb ©Icicfyfe&ung von (1) unb (2) erhält man baf>er 


r Pm-f-a ir i 0,0 p 

— P m .1,0p« • L “ 1,0p- em+a 


.ober 


ftL m — 


tim 


"V 


i °/°P 

1,0p ?m+ * 


1 °,°P/ n . 

1 l,Öp em+a " f_ 


1) ' 


( 3 ) , 

( 4 ) . 


93ergleid)t man bie ®leid)ungcn (3) unb (4) mit beit ®lei= 
jungen (4) unb (5) bcö Jj. 68, fo ergibt fiel), bafi man aud) 
fe^en fann: 

r i / c\ 

a^m — y* • ^m-fa \°)t 

b. I). ber baare Sßcrtl) einer um a 3al)rc aufgefd) 0 * 
benen ?cben«»erfid)crung wirb erhalten, wenn man 
ben ©aarwertfy ber 93erfid)erung8 fuinnie einer um 

a 3af)re älteren ^erfott mit bem Saftor ^™~ a mul* 


tiplicirt. 


3ufä&e. 


1) 9)?an gelangt ju bcnfelbcn Slefultaten aud) birect burd) 
folgenbe Sctradjtung: 

Da bie Seiftungcn ber 23anf erft mit bem ®nbe be$ (a-f-l)ten 
3af)reö beginnen, fo ift bic baare 2lu6gabe berfelben 

/ Pm+a — Pu 


K 

K . 1,0p' 


m-j-a-ft 


+ 


Pm-. v- 1 P|»-fn-f2 


1/Op 0 ^ 1 

Pni~a 
1, <)[>"'+«•+ 1 
1 in- r a-rl 


+ 


"K 


K . 1,0p" 


l,0p*+ s 
P in — a-.l t 

l,0p m +«+a 1 ■ 

i _ Pm-HM- 2 | 
l^pm+a-u! ~r 1> O p m + .+» 1“ * 

^ (jj> (V n H' a t ^Jm-fa+l ~f~ • • • *) 
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äSiertcr äbfdmitt. 


Pru+a+l + pm+a+2 + 


= K . l,Op ,r 
= K . 1,0p" 


r v: 




1,0p 


- K.l,0p"'(p ni+a -J-g^), u+ .' 

(Die haare Ginn ah me ber ©anf beträgt aber 

1 m • a I J m 

unb man erhält fomit aus (6) unb (7) mieber: 

” * o,Qp ^ 

1,0p * 


aLm 


K . 1,0p"- 

|P,u+a — t Qp 


m+a 


- * (ii 

|) l Vm-j-a 


0,0p 


1,0p 

0,0p ±p m , 

pm T l,Op‘ p,„+a 

Prn-fn t 
C i ■ ^m+a- 

ym 


pm+a-K^M _ 


( 6 ). 

(7) 


2) güfyrt man ftatt ber (Differenzen bic oben angeführte ©e; 
Zeidjnung ein, fo läfjt ftd) bet verlangte ©aarmertl) and) auS= 
brüefen bureb bie ©leidjung 

■r IC . -iHDm-fa-f-l / ö \ 

aiJm = « fö;. 

fin 

3) ©tan nennt eine berartige um a 3al)re aufgefchobene 
Scbenöverficf)erung auch eine 2eben«verfid)erung mit Ga; 
renjjcit unb bie a Satjre, um meldje bie ©erftcherung aitfge< 
fdjoben ijt, felbft wenn ber ©erfteberte innerhalb bcrfclbeit fterben 
feilte, bie Garcnzjeit, 


Söeifpiel. 

Sine 80 jährige ©erfon fiebert ihren Srben ein Kapital von 
8000 2Kf., welches benfelben aber nur bann auSbejahlt wirb, wenn 
bic verftdjerte (ßerfoit niiht innerhalb bcr 5 erften Daljre jtirbt. 
2BaS ifl ber haare SJBertb biefer ©erficberung , Wenn 4pro3entige 
3infen beredjnct werben? 
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9X u f lofung. 

9ia<h ©leidjung (5) toirb ber 33aarwerth 

r == ^ 85 t 

5^80 VI ' ‘‘Hbl 

r»o 

ober nadf bcm 33eifpiele ju §. 68: 

0,6062034.6670,0424 


S^80 


1,6052315 


= 251 8,89 93if. 


8. 71. ^ufgahe. 

Ginc mjährige ‘fferfon fiebert nach intern $obe 
ihren Gsrben ein Kapital K in berSßeife, baß baffelbe 
nid)t a u S b e $ a h 1 1 wirb, im Salle fie i in Saufe ber 
erfben a 3al)rc fietben füllte. SBelchc SabreSprämie 
.L' m I) a t jene s fJcrfon lebenslänglich praenume- 
rando an bic SJerficherungSanftalt }U leijien? 


Sluflöfung. 


fDer baare SBcrth aller bis juni üobe ju entridjtenben s 4Jrä* 
mien ijl offenbar gleich bcm baaren 2ßertf)e einer üorfcf)üfftgen 
Seibrente ,L' m , welche lebenslänglich bejogen wirb, alfo 

= «L'm . 'Q m (1). 

3)er baare fficrtl) ber UkrftcherungSfummc ift aber nach 
§. 70 bezeichnet burch 

aL ra (2). • 

2luS ber ©leichfeßung »on (1) unb (2) folgt baljcr: 



a^m 

Qm + 1 


(3). 


Snmcrtung. 3 n ben beiben in ben §§. 70 unb 71 bebanbeltcn 
Tratten tann nun roicbcr bie fffrage tiadi bcm baaren SBertfje, ober ber 
jährlichen ©»läge für ben gall geftcllt »erben, baß oon ©eiten ber 
8krfid)crung3anfta(t eine IHiitfoergütung ber fefcon cingejablten ©uinnten 
obne ijinfeu gefcbcbcit fotl , »entt ber ©erficberte im l'aufe ber Sarenjäcit 
fterben feilte. Diefclbc läßt ftdf nadj früherem Icidjt beantworten, »enn 
man bie »äljrcnb ber a 3abrc oon ber Slnftalt an bie in biefer fjeit 
flerbenbett sperfonett ju leiftenben ©eiträge auf ben baaren SEBertti juriiet» 
führt it. f. ». 


©cifpiel. 


(Sine 80 jährige fßerfon fiebert nach ihrem lobe ihren (Srben 
ein Kapital oon 8000 2Wf. in ber SBeife, baß baffelbe nicht auSbe* 
jahlt wirb, int Salle fte innerhalb ber erften 5 Oajjre fterben fodte. 

Syifc, allgtmttne ’Jtntl.'iiutiT. II. 2. ilufl. 11 
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SBierter Jlbfcfinitt. 


SBeldje OafyreSprämie fyat bie »erfidjcrte ißerfon lebenslänglich an 
bie 2krftd)crung8anflalt ju cntridjten bei 4projentiger3infenbercd)ming? 


21 u f l B f u n g. 
92adj ©teidbung (3) wirb 


T * 

80 


5^80 

'Q* 0 ' 

ober ba nad) bem SBeifpiele ju §. 70 

,,L 80 = 2518,89 


unb 

ift, 


■ 3>™ _ W”« _ 5 20228, 

Pso 1,6052315 ' ' 

= 484,19 fJJlt. 


$80 
2518,89 


5,20228 


y) Cniiporiirc ßdicti9xift(td)rruiig. 


§. 72. Slufgabc. 

(Sine mjäfjrigc Sßerfon fidjert iljren (Srben ein 
Kapital K, baö beitfeiben aber nur in bem galle 
auöbejaljlt wirb, wenn bie »erfidjerte ^frf 01 » *>n 
Saufe ber erften t 3afyre flirbt. 2öie grofj ift bie ju 
madunbe baare (Sinlage (t) L m ? 

21 u f 1 6 f u n g. 

9M)»icn wir an, bie mjäljrigc s .ßerfon erhalte bie 93crfid)erimgS= 
fummc bei eintretenbem Dobeäfalle, fo wäre ber SSaarwertl) nad) 
§. 68 bargefteüt burd) 

"m- 

Diefer ifi aber offenbar um ben Saarwertl) einer um t 3al)re 
aufgefdjobenen Scbcnöverftdjcrung größer al8 bie »erlangte. Da 
berfelbe aber nad) §. 70 bargefiellt ift burd) 

fo bleibt für ben in grage ftefyenben SDoarwertl) 

(t)l J ra ~ l J m Jjm (i)* * 


3ufa&. 

3u bemftiben DJefuftate gelangt man and) birect auf fob 
genbe SBeife: 
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S)a im Saufe bfö 
lten, 2ten, 

3af)rcd . . 

Pu 1 in-t'l t Pm+1 P m+S , .... 1 m-f-t—l" Pm^-t 

^Jcrfoncn ftcrbcn, fo ift bie baarc-Sluögabc bcr Sauf: 

IV, 

l,0p‘ 


= K 
= K 


P m Pm+1 - Pra-f-1 i m-f-2 

1,0p ^ ~ W~ 


tten 


| - Pl+t — 1 Pm-ft 


ro+1 


Pm 

LU, op 

Pm+1 

1,0p ^ 1,0p* 

Lü 


1,0p 

P m-j-2 


2 + 


+ .... + 


Pro-ft— l 

1,0p 1 

D r 

■ m+t 


i, 0 pVJ 


= K . l,0p m 
= K.l,0p m 

=• IC . l,0p m 

- IC . l,0p n ' 
= K . l,0p m 

- K. l,0p m 


I Pm+1 , , Pm+t I 

|l,0p“'+ 1 ^ "l ,0p'“+ r 

I Pm+1 - Pm+2 - . Pin+t \ 

\l,0p m + 1 1,0p m + 2 l,0p"H- t j 

[ / Jim ~f~ P m+1 ~t~ ~f~ P m-j-t — 1 \ 

"W“ ’ " l~ 

Pm+-1 ~P Pin+-2 + .... -f- P 


m-ft 


■^Pm -^bpin+t 


1,0p 


- (^-p ra+1 -^p m+t+1 ) 


-(J^L-^pm+t-pm+pm+t) 


1,0p 


(2%- ^Pm+t)(^ ~ l) + Pm Pm- 

. . . ( 2 ). 


2)ie baare (Sinnafymc ber SBanf ift bagegcn 

Pm * (t)I-*m (<i) 

uitb man erhält foinit aud (1) unb (2): 

K.l,0p“ 

P,„ ' 

- ^[pm-Pm + «-^(^Pm-^pm + 0] • • • (4) 
Sifjreibt man bafnr 


(tjl^m 


‘ [Pm-P„, + . ~ ^(^Pm ~ ^Pm+,) 


t, — IC 1 ' ^ v 

(t) L m _ K|1 - 


0,0p JSp ra \ pm+t - IC 


pu 


_ 0,0p -Tpu.+t' 

1,0p pm+t 

u * 
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Vierter attfcfinitt. 


= Kl 


:-?m — 


1 °'° P ‘o 

1,0p • <?m+, l 


fo jjeljt nad) §. 86 (4) unb §. 70 (3) bic ®lei<f)ung (4) über in: 
(t)l J m === K m tL,u (5). 

Änmertung. IRafcfjer gelangt man ju biefem SRefultate, wenn 
man oon ter in §. 08 für bic Sifferenjen 
Pm — Pm-fl, Pinf 1 — Pm-j-2, .... Pm-*-t — 1 — Pm+t 

eingeflifirtcn SSeseid^mmg 

Dm+], Dm4-2 .... Dm+t 

©eOraud) rnadjt unb tiiernad) ben Saarwertb ber Smnafjmen 
— W I Om+l , Orn+2 . , Dm+t \ 

= K l 1,0p + 1,0p* + •••• + l,0pt ) 

— K 10p“ (J*s+L 4- - D nl +- + + JL?+t) 

' P U,Op“+> ^ l,0p“+2 ^ ^ l,Op m + 1 / 

= R . l,Op m (Dm+l -|- Dm+2 -j- .... -f“ öm-ft) 

— K . 1,0p“ (~D ,n+l — i’Öm+t+O 
feßt. 

Sä wirb aläbamt 

K (JS'flm+i — 

(t) Lm = - - - M 

|»in 

ober ttaef? §. 08 (7) unb §. 70 (8) wieber 

(t)Lm Lm — tRm . 


SBeifpiel. 

(Sine 80 jä^rtge ißerfon fubert i^ren Srben ein Kapital »on 
8000 50»., loeldje« aber nur bann an biefelben naef; bem Stöbe bet 
cerfidjerten fperfen au8bejaf)lt wirb, wenn biefe innerhalb ber fünf 
erften 3al?re ftirbt; »nie grojj ifl ber baare SBertlj biefer SBerfidjerung 
bei 4projentigem 3in8fujje? 


Sluflüfung. 

5Rad; ©(eidjung (1) tnirb 


ff >)( J 80 i' 8 ü 


■Jlun ifl aber nadj §. 68 (4) 

T _ Q AAa/ 1 0,04 , 


L sn = 8000 1 — 


= 8000 1 — 5,20228 

1,04 


8000.0,8319088 

" -i - 6399,32 

unb na<h bem Seifpiele ju §. 70 

6^*80 == 2518,89; 

folgliih 

(tjLgg = 6399,32 — 2518,89 = 3880,43 50». 
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§. 73 . Slufßttbe. 

(Sine mjährige s 4*ctfon f i cf> e r t ihren (Sr&ett ein 
•Sfapital K, ba« benfclben aber nur in bcm $alle 
auöbeja^It tt> i r b , wenn ber Serfichertc im 2aufe bet 
erflen t 3 al) re ftirbt. 2Bcl<he fßrämie (t )L' m t) a t jene 
^erfott ju Anfang eine« jcben 3<»htcö roährcnb ber 
t3af)re resp. bi« ju intern $obe an bic Sanf ju 
entrichten? 


Sluflöfung. 


Seriicfftchtigt man, bajj ber baarc SBerth ber 3«hrc«prämien 
g(cid) bein baaren SBcrtt) einer auf t 3<thtc temporären vor* 
fchüfftgcn Seibrcnte im Setrage (t)Lm, alfo 

(t> L ra . (t) Qui 

unb ber baare SBcrlh her Sanfleiftung nach §. 72 au«gebrücft 
ift burch 

(O^ni/ 

fo erhält man bie ©leichung 

(I) L m . (t) Pin === (t) Tjm 

unb hietau« 


ei) 


L' = 


mb, 

(t)Cm 


(!)• 


ä unter fuug. Änd) in beit f)kr befjaitbelten gälten gcroäbrt bie 
Sanf gegen befottbere CSiitlaqeit bie iHüduergiitmig bev fdiou gcleiftctcn 
fittifaqett ebne flinfen, im galle ber lob beis Serftdjerteu nidjt inner» 
halb ber fcftgcfetsteii 3cit eintreten fotltc. Sie in biefem galle ju 
madienbe baäre Einlage ober 3 a bre3prämie 311 beftimmen i;at feine 
2 djroierigfeit, wenn man nur beadjtet , baß für ben galt einer baaren 
ßiitlage bie Sanf ttad) t Qabren bie ®unnne l’m+t . (t)Lm , alfo baar 
Pm-ft .(t)Lm 
1 , 0 p 1 

jurii df erfbatten muß, toooon alfo auf eine bev Pm 'ßerfoiten ber Setrag 

Pu+t. (t)La 

1,0p* . Pm b in 

meßr fommt, fotoic baß im gafle jährlicher ißrämienjabtuiig bie San! 
nach t 3al)ren 

t . Pm-ft. (t)L'm 

^Prämien, alfo baar 

t . Pm-ft. (t)L*m 
10 pf 

3 urüd 3 ugeben ßat, woraus fufi für eine ber Pm Ifetfonen ber SMefjrbetrag 

t ■ Pm-ft . (t)L* m t . pm-ft . ( t)I / in 
P m . l,Opt * P ni 

ergibt. 
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Vierter äfrfdinitt. 


iöeifpiel. 

Sine 80 jährige 'ßerfon fiebert iljrcn Erben ein Kapital bon 
8000 9Jif. , ba8 benfelben aber nur in bent 5aöe au8bejal;It wirb, 
wenn jene 'JJerfon im Saufe ber erflen 5 Saljre ftirbt. SZBeldje 
Prämie f>at ber 9?erfid)erte wäljrenb ber 5 3aljre resp. bis ju fei= 
nem £obe ju entrichten, wenn ber Sßeredjnung ein 4projentiger 
Zinsfuß ju ©runbe gelegt toirb? 


Sluflöfung. 

SRadj ©leidjung (1) ift bie Prämie 

T' (»jI'SO 

(5) ^80 ' • 

(5) P80 

9lun ifl aber nad) bem ©eifpiele ju §. 72 
isi^so ~ 3880,43, 

ferner nad) §. 50 (2) 

^J> 80 - ^ 85 

(5) v80 W 

V80 

8,3508594 — 2,6202336 „ „ 

— = 3,56997. 


Stlfo wirb 


1,6052315 


ä - %£& - io86 ' 963 «*• 


b) H3tümienbered)nung für bie 93crfid)crung ber* 
buttbener Seben. 


«) bctfid)cnni(j auf bru So!) öcs 3»crft0crl>rtibcn. 

§. 74. Aufgabe. 

Sine m* unb eine njä^rige Ißcrfon berfidjern if)r 
Scben in ber 5Beife, bab ber einen am Snbe beö 
Xobedjaljreö ber anberen ein Kapital K bon ber 
93 c r f i cf) e r u n g ö a n ft a 1 1 auSbejaljlt n> i r b. 9B i c grob i ft 
bie ju inacfyenbe baarc Einlage f L m ,n? 


9lufl6fung. 

Sleljmen wir an, bab gleidjjeitig P m . P n foldjet *ßaare bei 
biefer ScrfidjerungSart fiel) beteiligen, fo ifl nad) §. 52 bie 9ln* 
jal)l ber im Saufe bcö 

lten, 2ten, 

3af)tc$ au fgcl offen Ißaart ber Steift nad): 


P-m * Pn P m4>l . P i 


m-fl • A n-f 1/ 


P m-f-1 * ^ u-fl i* m-f 2 • ^ n-f 8/ 


% 
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folglich ifl bic baarc 31 u d g a b c bcr 93anf, wenn man fiel) , im 
Salle verbunbene s .ßcrfonen in einem unb bemfelben 3al)te fterben 
fotiten, bad Kapital ben (Srbeit beö 3ule&tfterbeitben am ©nbe 
be$ betreffenben 3nf)reö jugcftellt benft, 


= K 


P m ■ P n Pm+1 • Pn-J 

Top + 


m-fl • * n-fl 


lVi-P 


m-f 2 


W 


p ”+? _|_ 


— K 


= K 


Pro Pn,+..lVt 

1,0p "*■ 1,0p* 


Pm-f-2 ■ P n+2 
1,0p* 

p, 


P m-f 1 • I n - T 1 

~W“ 


+ 


-t- •• • • 


l,0p ,,,_l 

1,0p 


P | n . P m- f 1 • P n- fl . | 

1,0p“ POp"^ 1 ’ + ’ " " / 

m-f 1 • 1 n-fl . P m-f2 • 1 n— . 

1 1 ‘ * * * * 


l,0p m+1 


1,0p' 


— K[l,0p m '(Jlra • Pn + JJm-fl • Pn+1 + ••••) — - 

l,0p m (pm+l.Pn+1 + }Jro-f2 . Pn+2 + )] 

- K[l / Op m_1 . J£(p m . P n ) - 1,0p” (^(p m . P„) _ p m . P„)] 

^ 0p p * ) - -SO» ■ p.) + 0 . ■ p.] 

’l*-'- *■- — (i — 


= K. 1,0p 1 
= K. 1,0p 
= K . 1,0p 


P m ■ Pn - ^ 0 p-(P” • P n 


2)ie baare ©innafjme bet ©anf ift bagegen 
= P p tr, 

— m • n • A -'m,n • • • • • 

Sind (1) unb (2) folgt bic ©leiefjung : 


( 1 ). 

( 2 ). 


P m . P„ . ♦Ln.a = K . 1,0p' 
unb ffierauS: 


t>. ■ P. - • P.) 


K. M)p n 
P p 
K 

= Pu, • Pn 


K 


1 — 


i>- p - ?$*<*. ■ p ->] 

t>. • P- - • P.) 

0,0p S(pJ. Pn) ' 

1,0p- 


( 3 ) 
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Sierter 9Ibfdmitt. 


ober ttacfj §. 52 (6) 
tL ra . n = Kfl — 


0,0p k , 

1,0p e 


K 


1 _ °'0p k 
" 1,0p \ 


Qm,n + 1 



Seif piel. 

(Sitte 88» uttb eine 85 jährige Werfen nerftdjern ifyr Seben in 
ber SBeife, bafj bet einen am Gjnbe bc8 Stobedjabred ber anberen 
ein Kapital non 8000 SKf. oon ber ©erfidjerungdanjlalt audbejaljlt 
wirb. SEBie grojj ijl bie ju madjenbe baare Gintage bei 4 projen* 
tiger 3i n f en 0ctedj n ung ? 

Sfuflöfung. 


alfo 


Wad) ©leidjung (4) ljat man 

^88.85 “ 8000 |l P88.85|- 

9?un ijl aber nadj bent ©eifpiele 3 ju §. 52 
k '?88.8B = 2,59864, 


*-^88.86 


8000 1 — 
8000(1 — 


0, 04.2,598641 

~T7ö4 J 

0,099947) = 7200,42 9Wf. 


§. 75. SUtfflabc. 

Sine m» unb eine njäljrige Ißerfon nerfiiijern il)r 
Seben in ber SBeife, baf? ber einen am Snbe bed 
Xobedjaljred ber anberen ein Kapital K non ber 
IBerfic^erungd anftaft audbejaljlt wirb; wie grojj ijl 
bie bid guni eintretenben $obedfalle praenume- 
rando ju leiflenbe 3af)redprämie tL' m<n ? 

Sluft öfuitg. 

2)a bie ©anfleijlung bie gleiche bfeibt wie in ber norljer» 
gefjenben Aufgabe, biefe aber naef) §. 74 (4) audgebrüeft ifi burcf) 

tL m , n = K |l (1) 

unb ber baare SBertf) ber 3af)redprätnien gleid) bem baaren 
SBertlje einer norfdjüffigen ©erbinbungdrente im ©eirage 
non je ’L' m ,n auf bad furjefle Seben, alfo 
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- +L V»- k >m,a (2) 

iji, fo erhält man burcfy ©Ictrfjfc^ung fcer Sluöbrütfe (1) unb (2): 

m.a • ^ (*m,n ==== ^^rn.n 

unb f)ierau$ bie Sßrämie 

+LV. - JjN- ■ : (3) 

Q m.n 

ober *L'„ - - ?'(,p 1 V» ) 

“ K kr.~?$) < 4 > 

- k LVi - w) < 5) ' 


$ c t f p iel. 

SSMdfe Prämie haben eine 88= unb eine 85iüljrige 'ßerfon an 
eine 2eben$cerfid}erung«anftalt pracnumorando ju jagten, bamit Don 
biefer ber einen am (Snbe be3 Iobe«jaljrc8 ber anberen ein fiapitaf 
con 8000 2Jff. auäbejaljlt »erben fann, wenn ber 3* n8 f u 6 J u 4 °/o 
beregnet ttirb ? 


21 u f lofung. 


Ofacfy ©leit^ung (3) ifi 

+ r' 

^ 88.85 — 

ober nach bem SBeifpieie ju §. 74 
, __ 7200,42 

88,85 2, 5 9 8 6 4 


*■^88-85 
k 088.85 

= 2770,78 »ff. 


ß) PttMiernug auf bcn Job bes 3ulctjf(tcrlicubcu. 

§. 76. Vlufgabr. 

@tnc m# unb eine nfäljrige $crf»n berftcf)ern il)r 
Seben in ber 2Beife, baf» bie (Srben ber ^ulegtfter^ 
benben nach bcrcn $obe »oit ber SBanf ein Kapital 
K audbejai)lt befommen. Söie groß ifi ber baare 
SEBertf) +t L m , n biefer SBerficfyerung? 

3iuflöfung. 

Ofe^men mir an, baf jebe biefer ^erfonen ftd) auf lebenö* 
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Vierter Stbfdjnitt. 


länglich vcrficf)ert fjätte, fo wäre ber ©aarwertl) beiber 93cr* 
fttfjetungen 

= Lm + Ln. 

3n biefein galle würbe aber bie Sauf ben baaren SBertl) 
eine« Kapital«, welche« mit bem $obc bcd 3uerftfierbenbeu fällig 
wirb, ju uiel leiften. ©ringt man bemnact) biefeit SBertlj ♦Ln,,« 
an «orflef)enber Summe in Slbjug, fo bleibt für ben «erlangten 
Saarwerth 

H L,n ( n = L m + L n — + L m , n (1), 


ober wenn man nad) §. 68 (4) unb §. 74 (4) bie betreffenbett 
SBcrtfje einfüljrt, um ben ©aarwertf) in Seibrenten auöjubrürfen : 


"L„,„ — K^l j^S'f.)+Kjl , 0p 

- 4 - 

ober naef) gehöriger SRebuction 


0,0p, 


(?« 


^Ln,« = K 


1 — "Pop ( Qm + ?n k Qmm) J 

1 — rop ( Qm + Q " ~ kQm ‘" + ^ 


= K 

ober audj nadj §. 56 (5) unb (6) 

0,0p ,, 


tt L 111 ,n = K 
-= K 


1 W 


Qmm 


0,0p 


1,0p 


('Qmm + 1) 


•••( 2 ) 

I 

|...(3), 

(4) 

(5) . 


Seifpiel. 

®ine 88= unb eine 85 jährige ^erfon terfidjern it?r Sehen in 
ber Seife, bafj bie @rben ber julefctfterbcnben nach beren £obe bon 
ber 53erfid)crung«anftalt ein Kapital oon 8000 2Rf. auSbeja^lt be= 
fommen. Sie grofj ift ber baare ©erfiebernngöwertl; bei ©eredpiung 
4projentiger 3wf cn ? 

2!ufliifung. 

9 lach ©leidjung (1) ift 

+t l'88.85 = 1^8 + L 85 * L 88.85 

ober ba nadj §. 68 (4) 

I 0,04 , \ 

hs = 8000 |l - 0 88 ] 
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0,04.3,591021 

- 8000 ( 1 rw — ) 

= 8000(1 — 0,13808) 

= 8000.0,86192 = 6895,36, 
nad) bem 33eifptcle ju §. 68 

I, 5 — 6670,0424 
unb nad) bem 33eifpiele ju §. 74 

tL 888r , = 7200,42 

ifl, tf I«8 8& = 6895,36 -f 6670,0424 — 7200,42 

= 6364,9824 W. 


§. 17. Slufgabc. 

(Sine m< unb eine njährige fßerfon »erfidjcrn il)t 
Seben in bcr SB c i f c , bnjj bie (Srben ber julefctfler* 
bcnbcn ein ffapital K non bet UJcrficherungöanflalt 
auöbcjahlt erhalten. SB t c grofi ifl bie praenume- 
rando gu leiflenbe 3al)reöprämie, wenn biefeibe 
«) biö juin Xobe ber juerfiflerbenben, 
ß) biö gum 2obe ber $u lejjtfl erbenben 
fßcrfon entrichtet wirb? 

äuflöfung. 

2>er Saarwerth ber Sanflciftung bleibt in beiben Satten 
berfclbe unb ifl nad) Sorhergcfjenbein auögebrütft burd) 

Se^eichnen wir nun bie 3at)teöprämie im erflen Satte feurd) 
♦LVn, im ^weiten burcf) +t L' m .n, fo ifl ber Saarwertl) atter 
Prämien ober bie baare (Sinnahme ber Sanf in jenem Satte 
gleid) bem Saarwertlje einer oorfd)üffigcn Serbinbungörente 
♦Lmn auf baö fitrjefle Sebcn, in biefem bagegen gleich 
bem Saarwerthe einer oorfchüfftgen Serbinbungörentc ++ L m ,„ 
auf baö läng ft e Seben 
* 9Kan erhält fomit für ben erflen Satt: 

=== -l^ro.n 

unb für ben ^weiten Satt: < 

++r j i‘ n ++r, 

in, n • t'm.n — i-^in,n 

woraus bezüglich folgt: 


+L' = 

++ Lm,n 

w L m .„ 



R 'f) 

{fin,n 

“em.n+1 ’ ‘ ’ 

• • • V 1 ' 

++T,' „ = 

nj. 

•^m.n 

++r, 

■ L 'ra n 

(9) 


li Qm, n 

*Pm,n 1 

• • • w- 
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aSicrter Stbfcfmitt. 


Um bie »erlangte grämte nun in Seibrcnten nußjubrürfen, 
füljre man in bie gormctn (1) unb (2) bie betreffenben äBerttje 
au$ §. 76 (2) ober (3) ein. 

©?an erhält aiSbamt 


+ LVn 


«LV. = 


K 


k< 


Qw.n 

K 


k em,n+lL 
K 


1 -?;op ( ' effi + <en “ k '^ n) 

i °»°P/ _i_ k 

1 -i,öp f -+«-- 


(*ra,i 


U, 


£m,n 

K 


1 — 


( 3 ) 

,n+l)]..~(4) 

+ 'On — V") ] ( 5 ) 


W+ 1 L 1 ~ Pp (?m + ^~ kQ ^ +1) 


93eifpicle. 

1) Sine 88= unb eine 85jät)rige ‘ißerfon »erfid)ern iljr Seben 
in ber SBeife, bafj bie Svben ber »on beiben suletjtfterbenben 8000 ©tf. 
»on ber Slnftait erhalten. 9Bie groß ift bie bis junt lobe ber 
juerftperbenben ©erfen prnenumerando ju teiftenbe QaljreSpramie, wenn 
4 pro^entieje 3infen beregnet werben? 


StufliSfung. 

©ad} ©ieid^nng (1) ift 

+ T < ^^ 8 8.86 

U 88.85 k ! n 

V88.86 

ober ba nadj öeifptelen ju §. 76 

ttL 88 . 85 = 6364,9824 
unb nad} bem töeifpiete 3 ju §. 52 

k, ?88.85 = 2,5 9 8 6 4 
ift; 


+l ' 8 8 85 5=3 — 2449,35©». 

8885 2,59864 


2) 2Bie grojf ift in »orbergefyertber Aufgabe bie ju teiftenbe 
Prämie, wenn fotdje bi« sunt jobe ber sulefctjterbenbeu ©erfon ent= 
rietet wirb? 

t Stnftbfung. 

©ad; ©leidjung (2) ift 

"**4*8 -85 


ttL' 


88.85 


?88 85 


ober ba nad} bem tSeifptele su §. 76 

ttL 88 . 85 = 6364,9824 

unb nadj §. 56 unb bem iöeifpiele 3 s u §• &2 
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ijl: 


'‘Qs 8.85 ?8fi ~H (*86 k P88.86 

= 3,59102 + 4,32236 — 2,59864 
= 5,31474 


++T , 6364,9824 

'^88.85 - - 6 , 8 1 474- 


= 1197,6 SD?f. 


y) Äufgefdjobeut £{l)tii 80 crfi<t)crung. 


§. 78. Slufgube. 


@inem* unb eine n jäfyrige fßerfon bcrficfjern ißr 
Seben in berSBeife, baß bie33anf btr länger Ic&tnbcn 
^3erfon nacf) bem üobe bcr anberen ein 5?apital K 
audjujafjlen ßat, biefer J .]3flict)t jeboefy enthoben iß, 
fobalb ber flobeSfall im Saufe ber erjlen a 3al)re 
eintritt. fflie groß t ft ber baare SQ3 e r 1 1> lL mn biefer 
93crfidjerung? 4 

2Juflöfun g. 

9lcljmen mir an, bie beiben 5)3erfonen mären a 3af)re älter 
unb fyätten itjr Sebeit auf ein Äapital K auf ben üob ber juerfl* 
fterbenben »erftcfjert, fo märe ber SBaarmcrt!) ber SerftcljerungÄ* 
fumine für biefe« Ißaar nacfy §. 74 au$gebrücft burdj 

unb mürbe alfo für bie 1 in einem um a 3al)re Ijöljeren Sllter 
lebenben P ra +».Pn+» ^erfonen 

P m+» • Pn+a • - &, n+a 


betragen, ma$ auf jcßt biöcontirt ben SBcrtlj 


■ m-fa • 


■ n-fft 


1,0p* 


• ?L| 


tn-fa, nfa 


gibt. 

3)a aber gegenmärtig P m . P n ^aare leben, fo mirb für eined 
berfelben ber baare 93erjtcl)erung8mertl> 


1L„ 


P m+ ..P, 


nfa 


i,üp a .P m .P n 


. *L 


m-fa, nfa 


ober menn man 

Pm-f» p 

P m+t * P n-4-a 1,0p m +» ‘ in+ * _ JJ m+s .P n4 . 

l,Op“.P ro .P n “ Pm_ p JJm.Pn 

i,Op n • “ 
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fcfct: 


Sßicrter ytbfdjnitt. 


+r flm+ » • Pn+a |T /1\ 

a^rn.n it i> • ^m+a, n-f-a • . * • • \ L J‘ 

|lm • A n 

pfyrt man in biefe ®lcict)ung ben äßertf) non t L m+n ,n+« 

nach §. 74 (4) ein, fo geht bicfclbc über in: 

+r K . jOm-H' • Pn-f«/ 1 Q>QP k' 0 , | (2) ‘ 

.L m , n - |J m . p n y- 1)0p - Q m ~r ü - n + A )•••()• 

3ufa^e. 

1) 3u bemfelben 3?efultate gelangt man auch bireet burdf) 
folgenbe SBetrachtung: 

33on beit P,„ . P„ paaren , roeldje gleichzeitig eine berartige 
Sßerftcherung eingehen, jtnb nach bem 

(a+l)ten, (a+2)ten 

3ahre ber 9ieil)e nach aufgelöfi: 

P„i+a • P n+a P m+a— 1 • Pu+a+1/ Pin+ a-|-l • l n+n+1 1 ni ) a |-2 * i n+a+2« 

3)ie baare Seiftung ber S3anf ift fomit 

J m+a+l • 1 "+ 5+ 1 i 

l,Öp* +1 


i\ ( Pn, +* * p n ~^ a ^ >n 


l m+a+1 • i n+ a+1 Pin+a+2 * Pn+a+2 


1 ,0p"+ 2 


+ .... 


IC. 1,0p" 


K . 1,0p“ 


m+a « Pn+a , 1 m+a+1 • 1 n | - a -j-1 i 

l,Up m -H*+ r 1 ' 


P> -,- 

,Op m -i 
l * m+a+1 • P n+a+1 


l,Op lll + a + 1 


l,0|) m + n +- 

I m+a+2 * Pi'+ a+i _t_ 
■P l / 0p m +‘ > + 2 


1,0p 


!r,-j a . I n+a "f" 1 • Pn-fa-fl •■<»••) 


+ .... 

IC.l,Op m jj-^-S’lfL+a.Pn+a) — — ($ra+n+t -Pn+a+l) 

IC. l,Op ra (t)ui+a • Pn+a) — -^(Pm+a. Pn+a) 

+ |)m+a. Pn+a 


K.l,öp" 


^+a.Pn+a-^^(^+a.P„+a 


(3). 
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3)ie baare Sin nähme bor ©an! ift aber 

= Pm . Pn • i[Lui,n (4) 

unb man erhält fontit aus (3) unb (4) bie ®leicf)ung 

-^|^ m+ „.P n+a ) 


P m .P .:L m . n = K.l,0p" 
unb l)itrau$: 


H m-J-n ■ P n-)-a 


■ l J m,n * — 


K 


^ m+a .P n+n - 

0,0p ;j) m-fa • P n-f-a -S'^m+a.Pn+a) 

1,0p- J> „, .P ' 


= K 


>..P-| 

P m-|-a • 1 n-f-a 

p m .PT 


...(5) 


K 


•* m-fa - P n-fa 


1 — 


0,0p 2b(|) m+ „ . P, , + a)\ 


• 1 n-fa 


i,0p- 


fm-j-a • Pji-fa 


0,0p 


‘ n-f-a 


))m.Pn 

ob« nach §. 56: 

yy K • ^m+Ä* Pn+a/ 

* m n “ Tryrr ~ w 

wie oben in (2) gefunben würbe. 

2) Um bie praenumerando ju jn^ienbe 3ahre$pr5mie $u 
ftnben , wenn biefe bis jmn eintretenben JobeSfnlle ber einen 
$erfon entrichtet werben foll, I)at inan wieber vorftefjenben ©er* 
ficherungSwerth burch ben ©aarmerth ber ©erbinbungörente 1 
auf baS fürgefte Seben ju bioibiren. 

3) gür ben SaU , baß unter ©orauSfeßung einer aufgefdjo* 
benen ©erftcherung baS Kapital an bie Srben ber aulejjtfterbenben 
©erfon auSbe^ahlt werben foli, I)at man, um ben ©aarwertl) ju 
beftimmen, unter ©eriicfftchtigung beö $. 76 analog ju ber* 
fahren wie oben. 

SB eifpicl. 

Sine 83= unb eine 80 jährige ©erfon fließen einen CebenS* 
»erfi<berung8oertrag in ber Slvt ab, baß bie länger lebenbe berfetben 
nach bem lobe ber anberen ein Kapital »on 8000 5D?f. erhält, oorauS* 
gefegt, baß ber SobeSfaH ftth nicht innerhalb ber erften 5 Oaljre 
ereignet. 3Bie groß ift ber baare 2Berth biefer ©erfidjerung bei 
4 projentiger 3infenbere<hnung ? 


21 u ftöf unep 
©ad? ©leidjung (1) folgt: 

t T i^88 ■ ^86 


*•^3.80 


>»83 • P»0 


. tL 


•‘88.85 
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SStcrter Slbfd&mtt 


0,8170075.17 


• t W=0,157351.tL 88;l 


0,9256510.37' 
ober ba nadj bem SBeifpiele ju §. 74: 

*1*8.85 = 7200,42 
ifl: 

ßLgs.so = 0,157351.7200,42 = 1132,99 


.85 


cf) fomporarf €cbfii$üufid)cruu0 auf ku Juafllakttk*. 


§. 79. Aufgabe. 


Sine m< unb eint njährige *ßerfon fcfjließtn einen 
2cbenö»crfid)crung$»ertrag in btr 21 r t ab, baß bie* 
jenige »on ihnen ein Kapital K auöbegahlt erhält, 
welche btt anbere überlebt, jebod) unter bcrSorauö* 
feßung, baß ber ÜobcSfall innerhalb ber erfltn t 
Safyre eintritt. ffiie groß ift ber baare SB e r t h (t *L m, n 
biefer temporären 33crficf)erung? 


SlufI öfuttg. 

9?el)inen wir an, ber 93erftchcrungß»rrtrag fei überhaupt auf 
ben 3ucrftfterbenben abgefd)(offcn, fo märt btr Saatmerth btr 
Sanfteiflung auägebrücft burct) 

^Lra.n- 


35itfer ifl aber offenbar um ben Saarmertf) einer um t 3ahre 
aufgehobenen Scbenöoerftcherung ober um 

4T 

t 1 ^ m,n 


ju groß. ÜJian erhält fomit für ben »erlangten Saarmertf) 


tT. 

m.n 


tT +T 

'"m,n t^rn.n 


(l). 


3 u f ä ß e. 

1) 3u bemfelben ßiefultate gelangt man auch birect burd) fol< 
genbe SBctradjtung: 

5lel)mcn mir an, baß P m . P„ s $aare gleichzeitig ftch bei einer 
33erjtcherung ber angeführten 2lrt beteiligen, fo iß bit 2lngaf)l 
ber itn Saufe beö 

lten, * 2ten, .... tten 

3al)rtö aufgetöfien 5]3aare ber 9leil>e nach: 

Pm • Pn Pm+l-Pn+J, Pm-fl . Pn+1 — Pm-f-2 ■ Pn-f-Ä, .... 

P m^-t— 1 - Pn-f-t— 1 1 ni-f t . P 11 -l- 1 , 


V 
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folglich, wenn bie 3 a ^ungcn fccr 33anf je an bad @nbe be$ 
3a^rcö gefegt werben, ber Saarnwtf) bcrfclbcn : 

Tr/Pm-ln Pm+1-1 n+1 , 1 ra-J-I«Pn+l~ 1 m+2 ■ 1 n+2, , 

= K l i/öp + • “W 


+ 


I’m-f!-] Pi 


= K 




P m . P» 

LI i,op 

P m+1 • P n +1 

1,0p 

1 


n-f-t — 1 Pni+t • P n+t 

" W 


J Ti 

m+1 • A n+1 


m+t- 


i,o P * 

P ni-f-2 . Pn+2 

' “ l,Öp* 


r + .... + 

+ — -+ 


-1 • Pn+t— 1 
l/0p* 

P m-f-t • 


+t.P«+« |l 

1,0p' IJ 

K.l,0p m |^|~Qp||)ra.Pii+|)m+l.P n+l+.-+|Jin+t— l.Pn+t— 1| 

|^m+l . Pn+1 ~H $m+2. P„ +S + + }9m+t .Pn+'tJJ 

= K. l,0 P ra • Pn) - -20U t ■ Pn + «)) - 

■ Pn+l) — .£($)m+t+l • Pn+t+l) 

\2($,n . P„) ~ ^(p m+t . P n+t ) 

. 1,0p 

( 2-(p m .P„ )-2(p m+t P. n+i )-p m .l\+p m+ ,.P n+t 


K.l,0p n 


= K . l,0p n 


|Jra • Pn )J m+t • P n+t 

0,0p I v 


1,0p' 


■ Pn) - ^(JJm+t . Pn+t) 


(«) 


3)ie baarc (Sinnafyine ifl bagegen 

== P)n • Pn • (t)Lm,n • 
9Jlan erhalt fotnit auö (2) unb (3): 

K r ^u.Pn-i) m +t.P»+t 

0,0p, 


■•••( 2 ) 

• • ( 3 ). 


P,ra,n — 


fLTPn 


1,0 P 


Om.P.) - ^(jL+f P„+t) 


= K 


1 • P«+t 

A U' 


p m . Pn 

_ 0,0p Z(p m . p n ) J£-(fl m+ , .p n+t y 
1,0p' JJm . Pn 

oUgrmrine Öiritlmwtif. II. 2. flu fl. 12 


( 4 ), 


Digitized by Google 


178 


SBierter äbftSnitt. 


— K 


0,0p 

~ • (t) V« 1 /« 


(&)• 


ober nad; §. 54: 

1 y m+t-^ n+t 

P„ 1,0p M 
Unter 33erüdfid)tigung fcer ®(eidjung (6) beä §. 54 gelft 
biefe ®(eid>ung über in: 

$m+t • 


,l)l- i ni,n — 1^ 

= K 


1 — 
1 - 


"+ t --J > g+! _ 0 '°P /k' 0 _k' 0 \1 

p m .P, 1,0p ( ?ra ' n 1 pm ' n 'J 

)- 

°/°p 


°<°p k , p ] _ 

i,op- em -i 

jlm+t • Pn+t _ , . « 

1,0p •* Qm n 


. p„ 

ober nad) §. 74 (4) unb §. 78 (4) in bie 
©teicfjung 

(t)I J m,n == ‘Lm.n tLm.n. 


’djon oben gefunbene 


2) 35a ber baare SBertf) ber wäljrenb biefer t 3nl)re praenu- 
merando ju leiflenben Stände (t $L' mj n bent Saarwertlje einer 
tsorfc^ufftgen temporären SJerbinbungSrente auf 1 3 abre gteid)fommt, 
tt>cil biefe innerhalb ber t Saljre biö jum Sobe beö 3uerfi? 
flerbenben bejogen, wie bie Prämie nur ebenfo iange bejaht 
wirb, fo ifl 


alfo 


(tjL m,n . (t)'£m,n = 

+t ' (ol^m.n 

m,n — —r 

(t) Qm,n 


,!L 


m,n/ 


( 6 ). 


Seifpiel. 

©ne 83= unb eine 80 jährige ißerfon oerfldjern iljr Seben auf 
ein Kapital oon 8000 SD?f. temporär auf 5 -3a§re ju ©unflen ber 
Sängeriebenben. SBeidje baare ©nlage ifl ju machen, wenn 4 pro? 
jentige 3infen beregnet werben? 


Siuflöfung. 

91adj ©ieidfung (1) wirb 

(5)^88.80 == ^83,80 5 l-w. so- 

S^n ifl aber nadj §. 74 (4) 

% 8 ,8o = 8000 jl - ~: k '<w) 

ober ba 

Mi k ' p = o>Q4 P \ 

1 ,04 ' Qsä so 1,04 . j) 83 . P 80 • P « 0 ' 
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- pön«,M5»i»:«7 C-»“ 51 » • 37 + «.unvn.ta + 

0,6062034.28 + 0,4800253.24 + 0,3956254.20 
4 - 0,3170075.17 + 0,2438519.14 + 0,1758548.12 
-f- 0,1409093.10 + 0,1083918.8 + 0,0781671.6 
4 - 0,0501071.5 4 - 0,0240900.4) 

- l,,4A9M«5 1 0.37< 3, ' 21i ' 0870 + 23 ' 7S461M + 

16,9736952 4 - 11,5206072 4 - 7,9125080 4 - 
5,3891275 4 - 3,4139266 4 - 2,1102576 4 - 1,4090930 
4 - 0,8671344 4 - 0,4690026 4 - 0,2505355 4 - 
0,0963600) 

_ 0,04.108,3959810 

1,04.0,9256510.37 ' ' 

iLga.s« = 8000(1—0,121728) = 7026,176. 
ferner tfl nacf) bent Seifpiele ju §. 78: 

6^83.80 — 1132,994 

unb e« folgt fomit: 

(e +L gs . g0 = 7026,176 — 1132,994 = 5893,182 SD». 


i) Jimpotäre tcbcnsucrfidjmmg auf itu üulctjtflcrbtnbrn. 

§. 80. ^tufjjaöc. 

Sine ms unb eine njäfyrige Sßerfon fiefjern ben 
(Srben ber »on beiben juleßtfterbenben ein Kapital 
K, ba$ aber nur bann jur Sluöjafylung fornnit, 
wenn beibe Sßerfonen innerhalb bet erjien t Safjre 
ft er ben. 933 i e groß i ft ber baare SBerfidjerungöwertf) 

21 uf I ö fun g. 

Sfteljmen wir an, bie beiben SJJerfonen Ratten ifjr Sehen auf 
bie äuleßtfierbenbe überhaupt »erftdjert, fo wäre bet ©aarwert!) 
auögebrücft burct) 

2>a aber ba$ Kapital nid)t auöbe^alflt wirb, wenn eine 
berfeiben, ober and) beibe bie t 3af)re überleben, fo ift hierin 
ber SBaarwertl) einer um t 3a^re aufgefcfyobenen 93erftd>erung 
ju »iel entfyaiten. tiefer ift aber au6gebrücft burd) 

t^m.n, 

unb man erhält baljer für ben »erlangten SBerftdjerungdwertf) 

= ^Lm.« — (1), 

12 * 
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Vierter ä&fdjmtt. 



ober naef) §. 76 (1): 

= L m + L n — ^Lm ,, — *L m _„ . . . (2). 

SBeifpiel. 

@tne 83= unb eine 80 jäfjrige ißerfon fiebern ben (ärben ber 
con ihnen jutehtftevbenben ein ffapital eon 8000 39?f. , baS jebodj 
nur bann jur SluSjaljlung fommt, wenn beibe innerhalb ber erften 
5 3abre flerben. 2Bie groß ift ber baare üBertlj tiefer 33erficherung 
bei Annahme eines 4proäentigen ,3in8fuße8? 


Stuflßfung. 

5Ra<h @leid>ung (1) folgt: ^ 

( ||I<83,80 = *‘1=83,80 — jLt83,80 

9tun ift aber nach §.76 (4) 

I 0,04 


**1=83,80 === 8000| 
= 8000 


1 ~ LÖi''^ 8 ' 80 


l 


0,04 , , k , V 

roi ( 6sa + ^ 8o- *" ? 83 - 8 °) 


ober ba 

^ 83 4,2875923 

PS3 ~ »8 3 “ 0,9256510 “ 4,6 973 

, i» g0 8,3508594 

*• = " L6Ö52315 = 5,2 ° 228 * 

unb nach bem Söeifpiele ju §. 79 

- $,16493 

e ' (l„.P„ 34,249087 


ift, auc^: 

1=83,80 = 8000 


3,16493) 


^(4,631973 + 5,20228 — 
l,04 v 


- 800o(l - - 5947,89. 

ferner folgt auS bem SBeifpiele ju §. 79: 
ti 83S0 — 1132,994 

unb es ift bemnadj 

tlL 83 ,8o = 5947,896 — 1132,994 == 4814,902 ÜJif. 


ö terfietjerung auf Ktbcrlcboitg. 

§. 81. Aufgabe. 

(Sin mjährtger 9Kann fiefjert nach feinem $obe 
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feiner njäfjrigen (Sfjcfrau ein &af>ital K; wie grofj 
ifi ber baare SBertf) L m ^, n biefer Ueberlebungöver* 
fidjerung? 

Sluflöfung. 

9iefjmen wir an, bajj gleichzeitig P m . P n folc^er ^aare ftc^ 
betl)eiligt haben, fo ftnb von biefeit nach einem Saljre 
(Pm — Pm+l) Pn 

Männer unb von ben (P m — Pm+i)P n SBittwen 
(Pm Pm+l) (Pn — Pn+l) 

gefiorbcn. 

Se^en wir nun voraus, bie eine ^älfte ber grauen fei 
»er ben zugehörigen SJiännern, bie anbere ^jälfte nach ben* 
felbeit geftorbcn, 'fo bie Seiftung ber S3anf nach bem 
erften 3nl)te 

= K [(P m -P m+1 )Pn- { (P„— P„+i) (Pn— Pn+,)J 
= K (P m -P m+1 ) [Pn-i (Pn-Pn+l)] 

— ^(Pm — Pm+l)(Pn+Pn+l). 

3m Slnfang beö gweiten 3af)reö leben noch 
P ro-fl • Pn-fl 

$aare. 93on biefen fterben im Saufe beö zweiten 3«h ted 

(Pm+l — P m+ 2 ) P n+1 

Scanner unb von ben biefen ungehörigen grauen bagegen 
(Pm+l — Pnv+«) (Pn+1 — Pn+ 2 )» 

Die Seiftung ber SBanf ifi bemnach am (Snbe beö grocitcn 
3af)teö unter ber vorhin in 53egug auf baö Slbfterben gemachten 
IBorauSfefjung 

= K [(Pm+l — P m+ 2 ) P n+1 T (Pm+l — Pm+ 2 ) (Pn+1 Pn+a)] 

= K (P m +1 — P m-i-2) [P n+1 — KP n+1 P n+a)] 

= '2 (Pm+l — Pm+ 2 ) (Pn+1 + Pn+a)- 

®anz analog finbet man, bafj bie Seiftung ber SBanf am 
(fnbe beö britten 3ah tf ® 

~ (P m+2 — Pm+a) ( Pn+2 “f“ Pn+n), 

am Snbe beö vierten 3nh te0 
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Vierter Slbfcfmitt. 




K 


(Pm+3 — Pm+4) (Pn+S+Pn-n) U. f. »V. 


mirb. 


2)cr Sanrroertf) bcr 93 a n f ( c i ft n n g ift fomit 

K (P m — P m +l) (Pn+Pn+l) . (Pm+1 Pm+2 )(Pn+H~ Pn+ 2 ) . 

2|_ 1,0p -t ~ - f (0p * -I- 

( P m +2 — P m+3) ( P n+2 ~hP n+ 3 ) , 

1,0p* ■ 


Pm • P11 4~ Pm • Pn+1 — Pm+1 • Pn~ Pm+l*Pn-l 


1,0p 


+ 


Pm+1 • Pn+1+ Pm+1 ■ Pn+2 — Pm+2 ■ Pn+1 — Pm+2 ■ Pn+2 . 

1,0p* + 

P m+2-Pn+2+Pm+2-Pn+3 P m+3*P|l+2 P m+3*Pn+3 , 

Zs : ‘ 


K 

2 


Pm • Pn 

1,0p 


+ 


• P, 


1,0p 8 


• m-fl • n-f-1 


l,0p ! 


“T 1 j 


Pm+2* Pn+2 

1,0p* 


+ . . . 


I Pm ■ Pn+1 . P m+1 • P n+2 . Pm+2 . P n+:t . 

1 , 0 p H 17 ^* h 1 , 0 p 3 h 

Pm+l*Pn * Pm+2* Pn+1 . Pm+3*Pn+2 

i,öiT ~ t iTip*’ i;öp» h 

Pm+1 • Pn+1 * P m+2 • P n+2 , P m+3 • P n+3 . 


+ 


+ 


1,0p 1 1,0p 2 1 1,0p 3 

l,0p m - , (*)m.P„+*J„ H .l.P„+, + $m+2 • Pn+2 + 


K 
2 

4- 1,0p"- 1 (flm.Pn+l + flm+l • Pn+2 4“ $)m+2 • Pn+3 + . . . • 
— l,0p m jp m +i . Pn + $) m+2 • P n+1 + Jflm+3 • Pn+2 + . . . . 

l,0p m |^)m+l * Pn+1 + $)m+2 * Pn+2 + |)m+3* Pn+3 + 

— ■ p -»> - 


-2tym+l.Pn) - ^($)m+l.P„+l) 


( 1 ). 


2)a aber bic baare ©innafymc bcr 33anf 

= P m . P„ . L m+ , n (2) 

ift, fo erhalt inan burd) ©Icidjfefcung bcr Sluöbrütfe (1) unb 
(2) für bcn S3aarn>crtf) 
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l,Op m .K I 


Lm+.n — 


^(f- ■ P-) + ^ 


2 P m . P„ 

- -T(jL+l.P„) - ^(tWl-Pn+O 


K 

. P„ 


i7öp“ ( ^ n '; Pn ) + mjp^“ • p »+0 

— '(^m+l ■ Pn) — -^'(^m-U.Pn+l) 

\ i 2 .\p m . p„) , 1 ^(JL-Pn+O 

|_l,Op $)m . 


( 3 ). 


1 Qm, n+l 


KT 1 ■ Pn) J 

“ 2 [1, Op- }L.P n 1,0p - JL-Pn 

_ 2($ m +1 . P„) _ 2ft a+ l ■ Pn+l) 

j)m . Pn ^ " 

9iun ifl aber 

- Pn) k , 

ii p — Pm,n 

n 

• Pn+ l) P n-(-l • ^'(Pm • Pn+l) ^"t 1 

jpm . Pn Pn ))m • Pn+l Pn 

1,0p . JJn+l v 

= • Pm,n+1 

• Pn) __ ftm+1 — (^m+^ PrO 

■ Pn Jim })m+l • Pn 

$m+l k < 

— ft • Pm+l,n 

fra 

-^(jJm+l • Pn+l) ■ ^n) 1 = k' 0 1 

“^.■p. “>r?r emn 

güf)rt man biefe 2Bert!)e ber 9Ieif)e naeff in bie ©ieidjung 
(3) ein, fo gel)t biefelbe über in: 


L =. 5 

u in + ,n 9 


r i 


2 Li,o P 

$m+l k , 

- *T‘ 


• k Vm.n + 


J)n±l k , 

Pn ■ 


Qm, n-fl 


£ra+l, n 


‘Vm.n + 1 


K 

2 


K 

2 


■ k,< ? ra ' n + “ff 


1 l 1 1,0p 

^ m +> k’ n , , 

41 • " nl + 1 '” 

- 

, 0 , 0 p ., . Pn+l k , 

1 ~ I^p - ^ + ~p7- em-n+1 

^ m + 1 k'„ 


• k <?m,n+l 




1 (?m+l, n 


( 4 ). 
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SSierter abfdjnitt. 


§. 8~2. 3«fäfee- 


1) Um bie praenumerando madjcnbe (Sinlage, Jüctcfjc fo 
lange bezogen wirb, als baS (Sfyepaar nocl) »ollftänbig am Seben 
tjl, ju ermatten, bat man ben eben gefunbciten 93aarwertf) burcf) 
beit 23aarwertf) einet oon beiben *ßerfonen auf baS fitrgefüc ficben 
(t»orfct)üffig) bejogenen 23erbinbungSrentS = 1 311 bioibiren. 

2) enn bejeidinet L' m+ ,„ bie 3aljre6prämie, fo muf? bie 
©leicfyung befielen 


woraus folgt: 


L', 


m + , n • £m,n 


^ m t ,n — 


= L 


'ra + ,n/ 


“ ßm,n 


(5). 


2) Soll bie Ukrfid)crungSfumme nur bann jur SluSgablung 
fontinen, wenn ber Sftann innerhalb ber erften t 3 af)re geftorben 
ifi, ifi alfo bie UeberlebungSoerftcberung eine temporäre, fo 
wirb ber Saarwcrtf) erhalten, wenn man in ber ©leicpung 
(4) ooit iebem ber brei lebten ©lieber ber rechten 6 eite eine, 
ben betreffenben SllterSberbinbungen entfprecfjenbe, um t 3al)re 
aufgefefjobene SebenSDerftcf)erung fubtralfirf. 


Seifpiel. 

(5in 88 jähriger ©bemann wiö nad) feinem £obe feiner 85jal>= 
rigen grau ein Sapitat Don 8000 SD?f. ftdiern; wie grofj ift bie 
baar jn madjenbe ©inlage, wenn 4projentige 3‘ n f Sn in Stedptnng 
gebraut werben? 


81 u f l ö } u n g. 


9iad} ©leidjung (4) ift 


U8 + ,85 


8000 

~2 


* l]o4’ k ^ 88 ' 8B + $ 8 “ ' ’ < ' (?88 ' 86 

9?un ift aber nadj bem 93eifpiele ju §. 74 

(? 88 . 8ß == 0 , 099945 , 


l ^86 k/ „ 

“T in • 


0,04 k 


1,04 
ferner wirb: 


f89 kl 
®88 


089.85 


^86 k < -^ 1^88 • Y M ) $86 — 11*88 • ^ 8 fi ) 

$85 88 86 $85 $88 • 1*86 $85 1* 88 • $ 8 « 

= —'(1*88 - $8«) 

$85 • 1*88 

“ 0,6062034 . 10 (1 ° °' 4 ^ 0025 ^ + 8.0,3956254 + 
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6.0. 3170075 + 5.0,2438519 + 4.0,1758548 + 

3.0. 1409093 + 2.0,1083918 + 1.0,0781671) 


= ," (4,8002530 + 3,1650032 + 1,9020450 + 

6,062034 v ' ' 

1,2192595 -f- 0,7034192 4- 0,4227279 + 0,2167836 
4- 0,0781671) 

= - 2,063276 

6,062034 

^89 k,,. ■ ^89 — — (p89'^85^ 

* ■ *•*-*,■ j) 89 .p 85 ~ 


y 88 


*88 • 1*85 


0-^l7ÖÖ75Tl7 ( °' 2438519 - 17 + °' 1758548 14 + 

0,1409093.12 + 0,1083918.10 4- 0,0781671.8 + 
0,0501071.6 + 0,0240900.5) 


1 


(4,1454823 + 2,4619672 + 1,6909116 + 


5 3891275 

1,0839180 + 0,6253368 + 0,3006426 + 0,1204500) 

10 > 4287085 - - 1,935138. 

5,3891275 


ftotglidj »irb 

Lm+ 85 = 4000(1 — 0,099945 + 2,063276 — 1,935138) 
= 4000.1,028193 = 4112,772 2Kf. « 


§. 88. Sfafgahctt jur Uebung. 

1) Sine 65 jährige ^erfon t>crft(f>crt i()t Seben auf ein Kapital 
von 3000 9)lf. ; »eiche baare Sinlage I)at biefelbe an bie 93er* 
jtcherungSanftalt ju machen, wenn 3projentige 3»tftn beregnet 
»erben? 

2) SBelcheS Kapital ftc^ert eine 85 jährige *J3erfon ihren 
Srben, »enn biefelbe gegenwärtig in eine SebenSberfichcrungS* 
anftalt 4992,53 9J?f. einjahlt unb biefe bierprojentige 3inf«i 
in [Rechnung bringt? 

3) Sine 40jäljrige ‘Perfon »erftdjert if)r Seben auf ein Jfapi* 
tal bon 10000 toeldjc Prämie hat biefelbe lebenslänglich 
praenumerando an bie SkrffcherungSanflalt gu entrichten, wenn 
biefe 3projentige 3infett in Rechnung bringt? 

4) Sine 85 jährige ‘ßerfon jahlt lebenslänglich ju Slnfang 
eines {eben Saljrcd 192,9 9J?f. in eine ScbenSberficherungS* 
anjlalt. 9BelcheS Kapital erhalten bie Srben ber berflcherten 
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Ißerfon nach btm £obe bcrfetbcn auSbegaljlt, wenn ber Bered)* 
nung ein 4t>rogentiger 3in8fujj gu ©runbe gelegt wirb? 

5) Gine 56 jährige ©erfon ftchert ifjren Grben ein Kapital 
»on 12000 baS benfelben aber nur in bem gatte auSbegahlt 
wirb, wenn bie »erficfjerte ©erfon nicht innerhalb ber erflen 
9 3«h re flirbt. 2Bie grofj ifl bie gu machenbe baare Einlage, 
wenn 3progentige 3<nfen berechnet werben? 

6) SBelcheS Kapital ftchert eine 70 jährige fßerfon ihren 
Grben mit einer baaren (Einlage »on 3000 ®if., wenn baS tfapi* 
tat nur bann gur SluSgahlung fommt, im gatte bie »erftefjerte 
©erfon nicht innerhalb ber erflen 15 3af)re flirbt unb 4progen* 
tige 3'ttfcn in Slttfchlag gebracht werben? 

7) 2ßie grofj ijl in Slufgabe 5 bie gu entridjtenbe fßrämie, 
wenn alle Angaben biefelben bleiben? 

8) (Sine 64 jährige $ßer.fon »erfiefjert ihr Seben auf 6000 ÜJlf., 
welche ben Grben jeboef) nur auSbegahlt werben, im gatte bie »er* 
fieberte ©erfon im fiaufe ber erflen 12 Salfre flirbt. 2Öie grofj 
ifl ber baare ©erftcherungSwertf) bei 3progentigem 3«nfenanfafce? 

% 9) Gine 80 jährige ©erfon l)at mit einer baaren Ginlage »on 
5970,65 9)21. ihren Grben ein Kapital unter ber ©ebingung ge« 
ftchert, bafj fie innerhalb ber erflen 5 3ahre flirbt; wie grofj ifl biefe 
»erficherte Summe, wenn 4prog. 3*nfcrt in Slnrechnmtg fomtnen? 

10) ©Selche ©rämie ^at bie ©erfon in Aufgabe 8 ber Sin* 
flalt gu entrichten, wenn alle Slngaben biefelben bleiben? 

11) Gine 80 jährige ©erfon gahlt praenumerando in eine 
SebenSoerftcherungSanflalt 624f 2J?f. währenb 5 3«h re ober im 
gatte fte innerhalb biefer 3^it flirbt, bis gu ihrem Hobe. 3BelcheS 
Kapital fiebert fie baburcf) ihren Grben, wenn foldheS nicht auS* 
bcgahlt wirb, im gatte fte länger als 5 3af)re lebt unb 4% 3in* 
fen berechnet werben? 

12) Gine 70* unb eine 87 jährige ©erfon »erfichern ihr Seben 
in ber ©Seife, bafj ber einen nach bem $obe ber anbereit ein 
Kapital »on 5000 $Rf. auSbegahlt wirb. 9Bie grofj ifl ber baare 
©Serth biefer ©erftcherung bei Berechnung 3 progentiger 3infw? 

13) Gine 85* unb eine 88jährige ©erfon {>aben in eine 
8ebenS»erftcherungSanjlalt eine baare Ginlage »on 5400 50?f. ge* 
macht, wofür bie eine nach bem Xobe ber anberen ein Kapital 


Digitized by 


5Redfinung§atteii, toeldie ftcf) auf bic mcnidjlidtc @terbli(f)feit grünten. 187 

auöbe^atflt bcfommt. 2ßie grofj ifi biefcö, bei ^ugrunbelegung 
eine« 4 projentigen 3in8fujjeS? 

14) 2Beld)e Prämie Ijabcrt in Slufgnbe 12 bie beiben tytu 
fonen praenumerando an bie Slnflalt jäljrlid) bis gurn f intreten* 
ben JobcSfalle gu entrichten, wenn alle Angaben biefelben 
bleiben? 

15) (Sine 85# unb eine 88iäl)rigc Ißerfon ga^len fo lange 
fie gufammen leben praenumerando eine Prämie non 3463,48 Sflf. 
SßeldfeS Kapital erhält bie eine iPerfon nach bem Jobe ber an# 
beten, wenn 4progentige 3>nfen berechnet werben? 

16) (Sine 70* unb eine 87 jährige '-Petfon ftdjern ben Srben 
ber non iljnen gulefct fierbenben ein Kapital non 10000 

wie grojj ifi ber baare SSerftcfyerungSwertl), wenn bie 3>nfen gu 
3% berechnet werben? 

17) Sine 85* unb eine 88jäf)rige Ißerfon ftd)cm burch eine baare 
Sinlage non 3182| SDif. ben Srben ber non ihnen gutefct fierbenben 
welche« Kapital, wenn bei ber SBerecfinung 4% 3infen ange* 
fefct werben? 

18) SÜBelche '-Prämie ifi praenumerando a ) bis gum Jobe 
ber guerfifierbenben, ß) bi« gum Jobe ber gulefctfierbenben '-Pcrfoit 
gu entrichten , wenn in Slufgabe 16 bie Eingaben unneränbert 
bleiben? 

19) Sine 85* unb eine 88 fällige iperfon galjlen fo lange 
jte gufainmen leben jährlich praenumerando eine '-Prämie non 
306|- 9Jlf. SßcldjeS kapital erhält bie länger lebenbe nad) 
bem Jobe ber anberen, wenn ein 4 progentiger 3in8fuf? be* 
regnet wirb? 

20) SBenn in nor^ergelfenbcr 2lufgabe eine iprämie non 
149,7 9Jlf. fo lange begabt wirb, als nod) eine ber beiben 
^Jerfonen lebt, welches kapital erhalten aisbann bie Srben ber 
gulefct fierbenben fperfon nach beren Job? 

21) Sine 64* unb eine 81 jährige iperfon nerftdfern ihr Seben 
in ber SBeife, bafi bie San! nad) bem Jobe ber einen ber an* 
beren ein Kapital non 12000 9Jif. eingupnbigen fjat, wenn ber 
JobeSfall nid)t innerhalb ber erfieit 6 3«l)te eintritt. 2BaS 
ifi ber baare 33erfidjerungSwertl) bei 33erecl)nung 3progentiger 
3infen? 
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22) (Sine 88* unb eine 85 jährige *ßerfon fyaben mit einet 
baaren (Sinlage »on 1095,55 ÜJlf. if)r ßeben in ber SQSeife 
oerftdjert, bafj bet einen naef) bent Jobe bet anberen ein Kapital 
»on bet 3)erftd)erung$anfklt auöbejablt rnirb, im Salle ber Job 
nidjt innerhalb ber elften 4 3af)re erfolgt. 2Bie grojj ifl biefeö 
ifapitaf, menn bein 3<nöfujjc 4% ju ®runbe gelegt werben? 

23) (Sine 64s unb eine 81 jährige Ißerfon oerfidjern if)r 
geben in ber SBeife, bafj bie eine nad) bem Jobe ber anberen 
ein Kapital oon 8000 Wf. erhält, wenn ber Job innerhalb ber 
erflen 6 3a(jre erfolgt. 2Bie grofj ifl ber baare Wert!) biefer 
93erfid)erung bei 3% 

24) (Sine 64s unb eine 81 jährige ^erfon fiefjern ben (Srben 
ber jutefct fierbenben ein Kapital oon 18000 Wf., baö aber nur 
bann ^ur Sluöjablung fommt, wenn beibe ^erfonen innerhalb 
ber erflen 6 3al)rc fterben. 2Ba0 ifl bet baare Ukrftdjerungß* 
tvertl) bei 3projentiger 3infenbered)nung? 

25) (Sin 87 jähriger Wann fiebert feiner 70 jährigen $rau 
nad) feinem Jobe ein Kapital von 6000 Wf.; wie grofj ifl bie 
ju madjenbe baare (Sinlage bei SSerecfjnung 3pro3entiger 3infen? 


Di 
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33on beit fyöfyeren ©leidjungen. 


A. (Jtnlettttng. 

§. 84. ®on örn gunftionen im ^ügcmtinett. 

1) £at fine feinen beftimmten 933crtf>, fonbern fönnen 
betfelben wdljrenb einet Unterfudjung alle möglichen SEBertfyc bei* 
geiegt werben, fo nennt man biefelbe ocränbcrlid) ober t>a* 
tiabei, im anberen galie bagegen befiänbig ober conftant. 

2) ie Beranberlidjeu werben gewöijnlid} burcf) bie 

lejjten, bie confianten burd) bie erftcn Sudjftabcn bcö SKpija« 
betö bejeidjnet. 

2) Jpängt bcr Sßertf) einer 3«f)l von einer anberen in bcr 
SBeife ab, baj? jebem SBcrtije »on biefer, ein beftiinmter SEBertl) 
«on jener entfpricfjt, fo fjcifjt bie »on ber anberen abhängige 3<d)l 
eine gunftion berfelben. 

@o ift’j. 8. in ber (Bleicfjung 

y = 5x — 3 

y eine gitntlion »on x; benn für jeben Söertlj »on x innerfjatb ber 
®renjeti x = — oo bid x — -j- oo ifi ber Serif; »cm y bcftimmt. 

ffibenfo finb betanntiid) sin x, cos x u. f. m. gnnftionen beb äBiufelä, 
ober Sogend x. 

ifi ftar, bap biefe S3egicl>ung eine gegenfeitige ift unb 
bap, wenn y eine gunftion »on x ifi, aucfj x eine gunftion 
»on y fein mup. 
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3) Um bie erwähnte 2lbhängigfeit $u fennjeichnen, fefct man 
gewöhnlich ber oeränberlichen einen btr 93ucf)f*aben f, F, 
<p, \p ic. t>or uitb fdjreibt furjhin: 

y — f( x ) ober y = F(x) ober y = y(x) je. um anjubtuten, 
bajj y eine gunftion »on x fei, wo aber ber Sluöbrutf f(x) irgenb 
ein bon x abhängiges ÜJtonom, ißolpnont je. bebeutet. 

4) 3fl in einergunftion bie ÜSeränberliche x mit ben Gonfianten 
nur burd) bie hier ©runboperationen »erbuttben, ober erfeijeint 
jte atö SBaftö bon Ißotenjcn mit conftanten Deponenten, fo ^eift 
biefelbe eine algebrai fd)e, in jebem anberen galle bagegen 
eine tranScenbente gunftion ber SJariabefn x. 

©o finb 5 . sö. 

x s + ai -f b, 

7x 8 + 3x 3 -j- 6x + 5, 

ax n — b i^x" 4- x log a 

atgebraifcfie, bagegen 

a x -f- b, 
a m — b 1 “«*, 
c + d cos x 

tranäcenbente gunltionen bott x. 

5) Sine algebraifdje gunftion ifi entmeber rational ober 
irrational, je nacfjbem in berfelben bie Skränberlidfe nur mit 
ganzen $otenjen, ober auch unter einem 933 ur 3 elgeid>en ober, 
tt>a$ bamit übereinjlimmt, mit gebrochenem Deponenten auftritt. 

©o ift j. SB. 

ax 4 -f- bx a + cx a + 4x -)- f 
eine rationale, bagegen 

a 5 — yO) + x 8 -f x^ 
eine irrationale gunttion oon x. 

§. 85. Stetige gmtftioucn. 

l) 3P 

y = f( x ) 

irgenb eine gunftion ber 93eränberlicf)en x unb man iäf t x um 
eine Oröpe 6 roachfen, fo geht bie gunftion über in 

f(x + d) 

unb nimmt fomit ju um 

f(x + J) - f(x). 
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2Birb nun innerhalb zweier SBertlje »on x, j. 58. »on x = x, 
biö x *=» x t für jeben SBertlj ber SSeränbcrlidfjcti mit unenblidj 
fteincr »erbenbem d biefe Differenj felbft unenblicf flein, fo fagt 
inan, bit guttftion fei innerhalb ber ©renjen x = x, biä x — x* 
ftettg. 

Scifpiel. 


Oft 


f(x) = 


bie »orgelegte gunftion, toelc^e auf iljre «Stetigfeit unterfudjt »erben 
fotl, fo (jat man 

f(x + d) a 


x + d 
a 


ad 


unb f(x + d) — f(x) = -t— j — , , .v 

x-j-o x x(x 4" d) 

3)a nun biefer SluSbrud für ade SZBertlje »on x fort unb fort 
Heiner »irb, wenn d bis jur 9hiH abnimmt, unb nur für x = 0 
in oo übergebt, fo ijl bie oorgelegte gunftion ftetig »on x = — oo 
bie x = 0 unb »on x = 0 bi3 x = -f- oo, bagegen unftetig 
unb gleidj oo für ben befonberen SBertjj »on x = 0. 


§. 86. ©rfläruttgcn. 

1) 35ie allgemeine gorm einer georbneten, auf 9iutl rebucirten 
©leidjung »om nten ©rabe ifi befanntlidj 

x n 4- A^“- 1 + A s x n - 2 + . . . 4- A„_, x 4- A„ — 0 ... (1) 
i»0 Aj , Aj , Ag, ... An — 1, A n 

beliebige reelle ober imaginäre Goefftcientcn (bie 9iull niefjt auS* 
gefdjlojfen) bejeicfjnen. 

Slnmerfung. Qft nämlich baS bie böctjfte '{Jütatj oon x entbaltenbe 
©lieb mit einem »on ber ©inbeit oerfdjiebeuen ©oeffiaenten behaftet, fo 
tann biefer ftet« babureb beteiligt »erben, tafj man bie ganje ©leicfjung 
burch benfetben bioibirt. Sices rechtfertigt bie 'Annahme , bajj bie »or» 
ftebenbe gorm (t), in welcher bent erften ©liebe fein befonbercr Soefftcicnt 
btigegeben ift, eine »öllig allgemeine fei. 

2) Die linfe Seite ber ©leidjung (1) nennt man beren 
5ßoltjnom. Silan bejeidjnet foldjcö in ber Siegel burefj f(x) 
unb fdjreibt barum ftatt jener ©leidjung furjljin: 

f(x) - 0 (2) 

3) 3eber reelle, ober imaginärt 2luöbru<f, reeller für x ge* 




Digitized by Google 



192 


fünfter Slbfcfjuitt. 


fept, ba$ ®leid)ung 8 polpnom auf 9iult reburirt, alfo obiger 
©leicfyuttg ©erlüge leißet, l)eipt eine Sßurjel eben tiefer ©leicpung. 

©o |lnb 5 . S3. — 1, 2 unb 3 

SBurjeln ber ©leicpnng 

x 3 — 4x 2 + x 4“ 6 = 0. 

®enn füprt man bet SRei^e nad) für x jene brei SZBertpe ein, 
fo ge^t für jeben berfclben bie linfe ©eite in 9iuH über. 

4) Sßenn nidjt auöbriteflief) ba 8 ©egentpeil bemerft ift, 
werben wir in ber ftolge fletß bie ©oeffkienten 

A^, A$ , • * * — 1/ A n 

ber einzelnen ©lieber beö ©leidjungöpolpnomö alö reell oor< 
auöfepen, ba bie entgegengefepte Slnnaljmt bem 3 roetfe beö »or* 
liegenben SSSerfcbend burd)au3 ferne liegt. 

5) Soffen wir in bem ©feicfjungSpolpnom x um d junepmen, 
fo wirb 

f(i + J) = (i + d) n +A,(x + d)“- 1 -f- A s (x + rf)“- 2 

4~ • • • 4- A„_j (x -j- d) 4* -A„ (3) 

ober wenn man bie angebeuteten IfJotenjirungen n ad) bem bino* 
niifcfjen (§. 15) ©ape entwicfelt : 

f(x 4- d) = x" 4- |“| x“- 1 «? 4- x n ~ 2 4 4- • • • 4- d" 


* 

In — 1\ 

n — 11 


X»- 1 

( i )*-'+l 

, 2 j 

|x«- s 44-...44- 1 

r 


'n— 2 

: 

i 

X 

I 

4 

( i )* ,+ | 

, 2 ) 

x n - 4 d 2 4-...4-4- 2 


4- A n _i (x 4~ <0 4" A n 
ober 

f(x 4 - d) = x" 4- A 1 x “- 1 4- A a x "- 2 4- ... 4- A n _! x 4 A„ 


4- <1 

[(;) 

x n_ 1 4- 

n 1 1 2 )a 1 x“-S-.„4-A._ 1 

4- 4 

fi] 

x”- 2 4- 

n “ 1 )A 1 x"- 3 4-( n ~ 2 )A s! x n ^4-...4- A »- 2 ’ 

4-4 

Ks 

x n 3 4 - 

3 |a i x"- 4 4| g |A 2 x n_ 5 4-...4-An — 3 


4 ... 4- 4 - 1 


n 

n — 1 


x 4 - Aj j 4 - 4 


(4). 
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3ur ätöfürjung fe^t matt nun: 
x n + AjX“- 1 + A 8 x"~ 2 + . . . -4- A„ = f(x) 

(l J*”“ 1 + (“7 1 )AiX”- 2 +j n y 2 )A 2 x n - 3 +. . A. . , - f l( x) 
j" )x"~ 2 + j n ~ 1 )A,x«- 3 +j n “ 2 )A 2 x'-^+. . .+A„. , - f t (x) 
|gjx ,, - 3 + | n 3 1 jA 1 x°- 4 -h| n 3 2 | A 4 x“~ r '+. • .+ An— 3 = f 3 (x) 



n 

n — 1 

i)- 


x + Aj = n x -f A, = f„_i(x) 


1 — f„(x) 

itrib nennt bie gunctionen 

fi(x), f 8 (x), f 3 (x), . . . f„_i(x), f„(x), 
beten ®ilbung«gefe& au« bet jebeömal junädjfl oorlfergeljenben 
gunction au« »orftefjenber 2)arftellung ftar au«gefprod)en ift, bie 
abgeleiteten ober berioirten gunctionen. 

2)urdj (Sinfüffrung biefet Bezeichnungen in ©leicfyung (4) 
gct>t biefelbe über in: 

f(x + «0 = f(x) + df,(x) + rf 2 f, (x) + rf 3 f 8 (x) + ... 

+ d n—1 f n _i(x) -f- 6 ° f n (x) (6). 

Um bie BilbungStüeife ber abgeleiteten gunftionen nod} an 
einem numerifd)en Beifpiele ju erläutern, fei 

f(x) = x 4 — 5x 3 -f- 6x 2 — 4x -f- 3 
ba« oorgelegte ®leid)ung«potpnom. 

9J?an erhält nad? (5): 

f x (x) = 4x 3 — 5 . 3x 2 -f 6 . 2x — 4 
= 4x 3 — 15x 2 + 12x — 4 
,, . 4.3 , 15.2 . 12 

f a (x) ~ -y * s “ “2~ x + ¥ 

= 6x 2 — 15x + 6 
6.2 15 

3 

4x — 5 


«X) == — X — 


f *00 = 4 — 1 - 


§. 87. Aufgaben jur Hebung. 

2)ie abgeleiteten gunctionen nncbftebenber ©leicfyungSpolpno* 
jnien ju bilben: 

® v> i 6 . aUflniKlit« 'JlrilNktif. II. 3. 9lufl. 13 
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1) x s + 5x 2 - 7x + 8. 

2) x 3 — 10x 2 — 15x + 12. 

3) x 4 + 8x 3 + 15x 2 + 17x + 20. 

4) x 4 — 10x 2 4- 16x — 40. 

5) x f> — 8x 4 4- 12x 3 — 17x 2 4- llx — 18. 

6) x G 4“ 12x 6 — 4x 4 4~ 3x a — 2x 2 4- 5x — 10. 


B. Allgemeine (Eigenfdjaften ber Ijötjeren ©leidjungen. 

§. 88. i!#U. 

Das ©leidjungSpo hjnom 

f(x) «=■ x" 4- A 1 x n_1 4- A 2 x n— 2 4- .... 4- A n _ix 4- A„ 

if} eine fletige gunction »on x. 

33eweiS. 

Sefct man x 4- d ftatt x in bcm $o(t)nom, fo rcfultirt 
nad) §. 86. 5 ©l. (6): 

f (x 4- <T) — f (x) = Jfj (x) 4- d 2 f s (x) 4- .... 4- d"- 1 f n _! (x) 

4- d n f„ (x) (1). 

SRefjraen mir nun junäcfyft an, bic gunctionen f,(x), f 2 (x),. . ,f n (x) 
feien fämmtlid) pofttio, fo fann d ßets fo flein angenommen 
werben, bajj ber abfolute SBertlj oon 

Jf,(x) + d 2 f s (x) 4- .... 4- ^'‘fn-.fx) 4- J"f«(x) 
Heiner wirb, als febe nocfy fo Heine 3af)l «. 

Denn bc^eic^net g ben größten ber Sßerllje fj(x), f 2 (x),. . .f n (x), 
fo wirb offenbar 

«»lOO + d s f a (x) 4- .... 4- d n f n (x) < a, 

menn 

g(4 4- d 2 4- d 3 4- .... 4- J") < « 
ober nad; $1)1. 1 §. 200 (2), wenn 

rrj 

< a 

ifi. gür d < 1 if} biefe Ungleichheit aber erfüllt, fobalb 

g<? - 


alfo 

angenommen wirb. 


1— d 
d < 


< «, 


g+ « 
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©inb einzelne ber Functionen negativ, fo gilt biefe« SRefultat 
nur um fo efyer. 35a man nun « fo Hein annefjmen, alfo bie 
reefjte ©eite ber ®ieid)ung (1) ber 9lull fo nalfe bringen fann, 
al« man nur will, wenn man nur <1 entfpredjenb ber 9tull ftef) 
nähern läft, fo ift f(x) nadf §. 85 eine ftetige gunetion »on x. 

3ufäße. 

1) ©inb in bem ©leidjungöpolpitom f(x) bie (Soeffkienten, 
fo »ie x imaginär, fo ifi baffelbe bennoefy fietig. 2)enn feßcit mir 

x = p + i q unb J = £ (r + i s) 
fo nimmt obige ©l. (1) bie gorm an: 
f(x + d) — f(x) = £(P X + iQi) + e*(P 8 + iQ ä ) + .... 

= + «*Pj + ••• + i(*Qi + **Qs + •■•) 

— L — |— iM. 

9lun fönnen aber nacl) Obigem L unb M, alfo auef) 
L + iM beliebig Hein gemacht »erben, unb foinit ifl f(x) nadf 
$. 85 eine jletige gunetion »on x. 

2) 9liinmt ba« H3oh;nom f(x) »erfctjicbene Seiten an, »enn 
man in bemfelben x «= « unb x — ß feßt, fo liegt j»ifci)en 
a unb ß {ebenfalls ein SGBertl), ber für x gefegt, bie gunetion 
f(x) in 91 ull überführt. 

35enn »äre biefe« nidjt ber gall, fo müfjte bie gunetion 
f(x) plö&lid) »on einem pofttiven 2Üertl)e in einen negativen 
überfpringen, »a« unmöglich ifi, ba fte uad> Obigem für alle 
2öertl>e »on x flefig »erläuft. 

§. 89. ÖcWals. 

3n bem ©leidjungöpolpnoin f(x) fann x immer 
fo gewählt »erben, baf) ber abfolute 933 r r 1 1) be« 
erften ©liebe« x n größer »irb al« bie ©umtne aller 
folgenben ©lieber. 

93 e» ei6. 

gaffen »ir bie Soefficienten nur in <£>inftd)t ilfteS abfoluten 
SBert^e« in’« 3luge unb btjeidfnet A B ben größten berfelben, fo 
ifl offenbar 

X“ > A t x n — 1 + AgX“ -2 + A a x n ~ s + .... + A„ 
fobalb bie Ungleichheit ftattfinbet : 


. -fl 
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> AgX n_1 + A g x n_1! + A g x"- 3 + .... + Aj 


ober 

x" > Ag(x ,1— 1 + x n ~ 2 + x“- 3 4- — 4- 1) 
ober nach %i)L I. §■ 200 (2): 

. x n — 1 
x n > A g . — — f 
— 8 x — 1 

£>iefe Sebingung erfüllt aber 

x = Ag 4“ 1. 

2)enn für bitfen SBertl) ergi6t fiel): 

(A g 4- l) n > (A g 4- l) n - 1 

was unzweifelhaft richtig ift. 

(SS genügt i^r aber ganz rttlgcmein ; 

x > A g 4- 


ober 


Ag 4- 1 + « 


wenn « irgenb eine pofitit>e 3a^I bebrütet; benn man erhält 
aisbann bie {ebenfalls richtige Ungleichung: 

(Ag 4- 1 4- «)" ~ 1 


(A g 4- 1 + «)" > 


1 4- 


3 ufä he. 

1) 3n bem ©leichungSpolpnom f(x) fann man für x immer 
einen fo großen pofitiben SBcrff) annehmen, bajj f(x) pofitib wirb. 

2) 3fl bet häufle Grponent bon x in bem ®(eicf)ungS-' 
polpnom ungerabe, fo fann man für x einen fo grojjeu 
negatib en 933erth annehmen, bafi f(x) negatib wirb. 

3) SSorfiehenbe <5ä|>e in S3erbinbung mit §. 88 3uf. 2 
führen zu folgenben Schlüffen : 

a) 3ft ber höchfte (Srponent ber ©leichung 
f(x) - 0 

gerabe, baS lefjte, ©lieb negatib, fo liegt fowohl z w 'f<h e u 

0 unb 4- oo als auch jroiftheu 0 unb — oo eine SBurzel 

berfetben. 

3) 3fi ber hoffte (Srponent ungerabe, fo liegt z^ifchen 

0 unb oo eine SQSurzel ber ©leiefjung , wenn baS lefctc ©lieb 

negatib ift, bagegen ztbif<h fn 0 unb — oo eine SBurzel, wenn 
baS lefcte ©lieb pofttib ift. 
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Slnmertuttg. ©iefetbcn Wefuttate haben natürlich iit analoger 
ffleife and> bann noefi ©iltigteit, »enn bet (Soefficient bed erften (SliebeS 
bes f3olgnom8 eine non ber ©ntjeit oerfduebette 3 a bl J- ®- A 0 ift. 

‘Dian bat atäbaitn nur fiatt A* jn fegen 

"(I 


50 e i f p i e {. 

Sä fei 

f(x) » x 3 -}- 4x 4 + 2x 3 -f- 6x + 5 
ba« gegebene ©oltjnotit. 

2)a unter ben Soefftcienten 6 ber größte ift, fo wirb nadf 
06igem für 

x = 6 + 1 = 7 
x 5 > 4x 4 -f- 2x 8 — 6x — (— 5 

Stnmerlungen. 1) 3« »Wen gatten genügt aber and) ein tteinerer 
Stöertb »on x, atd ber itadt obiger ‘lieget beftimmte. So erhält man in 
Borticgcnbem gatte bie geroi'mfdtte Ungteidmng fd'oit für x = 5. 

2) SSefinbcn ficb unter ben Wtieberu beS ißotnnomS fofcfie mit ttega- 
tioen (Soefftcienten, fo finbet bie eben gemadite öemertung nur um fo 
eher fiatt, ©o genügt j. JÖ. in bent tßotgnom 

f (x) = x 4 — 3 x s -f- s x* — 7 x + 3 
fdboti ber 'Ji'ertfi x = 4, toäbreub nad) obiger Heget x = & 4 1=9 
gefunben wirb. 

§. 00.- fidjrfats. 

3n bem ®leicl)ung«polt;nom f(x) fanit x immer 
fo flcin gewählt werben, baß ber abfofute 933 er t ^ 
irgenb eineö ©liebeö A r x n ~ r beö tßolpnomö größer 
wirb, aU bie Summe alter »orl)ergel)enben ©lieber. 


©eweiä. 


9lacl) oorfießenbem Säße foll firf) x immer fo befiitnmen 
taffen, baß 

A r x"~ r > x" 4- AjX"- 1 4 - AjjX "- 2 4- ... 4- A r _,x n ~ r + I (1) 
ober, wenn man beiberfeitö burefj x n bibibirt unb 


1 

x - y 

feßt, baß 

A r y r > A r _ a y r—1 4- A r _ 2 y r— s 4- .... 4- A s y* 4 A t y 4 1 
ober 

wirb. 
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Sejcichnet nun wieber Dem abfoluten SBerthe nach A g ben 
gröfjten ber ßoefftcienten 

A r — \ t A r — «j, .... A 2 , A 1# 1, 
fo genügt nach §, 89 ber »orfie^cnben Ungleichung (2): 

y >4 B - + i 


ober 


T Ar 
^ Ar, 

y > — 


A r 


alfo erfüllt bie Ungleichung (1): 


Ar 


ober 


x = 1 1 

y — A g -|- A t 
A r ■ 

Ar 

•A-e + A r ‘ 


X < 


3fl 

fo wirb für 


Seifpiel. 

f(x) = x 4 + 5x 3 + 2x*, 


X = 5 


2 2 
+~2 0bcr x < 7 


x 4 -f- 5x 3 < 2x 2 

Stnmertung. 33orftebeitber Ücfjrfat^ gilt natürlich auch im gatte 
r = n 

wirb, ber ©rponent oon x atfo St litt ift ititb baS betrcffenbe ®tieb in 
eine beliebige gabt übergebt. 

So folgt j. 39., wemt 

f(x) = x 4 -f- 3x* + Sx* 4- 5x 4- 4 
if), bab für t t t t 

^ X =1 = 

4 > x 4 -f 3x s + 8x a f 5x 

wirb. 


3 « f a h- 

3n bem ©leichungSfwlbnome f(x) fann x immer fo gewählt 
werben, baji baö ^oltynom ein mit feinem lebten ©liebe übet* 
einftimmenbeö Reichen annimmt, gleichgiltig ob biefed ©lieb bie 
3?erünberliche x enthält ober nicht. 


§. 91. Schrfttls. 

gührt man in ba« ©leichung0holt?nom f(x) für 
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x b e r SJteiße naeß unmittelbar auf einanber folgenbe 
2ß c r 1 1) c ein unb eö ifl baffelbe in ber 9ldße eine« 
SßertßeS von x = a im SBacßfen, ober Slbneßnten 
begriffen, fo ifl für eben biefen 933ertß von x bie 
erfte abgeleitete gunction f x (x) bejüglicß pofitiv, 
ober negativ. 

33 cm ei i. 

©ubflituirt man a -f- d flatt x in ba6 @leid)ung8polpnom 

f(x) = X” + AtX“” 1 + A 2 X“- 2 + .... -f An — xX + An, 
fo folgt na<ß §. 86 (6): 

f(» + i) = f(») + dfx(a) + J%(a) + rf%(a) + .... 

+ (^-‘fn-ifa) + J"f n (a) 

unb ßierauö: 

f(a + d) — f(a) = df^a) -f- d ä f 2 (a) + d 3 f s (a) + .... 

+ «f^fn-lfa) + d"f n (a) (1). 

9fun fann aber d naef) bem vorßcrgcßenbei» Säße fo Hein 
genommen »erben, baff ber abfolute Sßertf) von df^fa) größer 
auSfäßt ald ber abfolute üßertl) aßer folgenben ©lieber ju- 
fammen, ober baß baS 3ti(ßen ber Differenj f(a 4- d) — f(a) 
mit bem von df x (a) übereinfliinint. 

Da nun d pofitiv ifl, fo »irb f x (a) pofitiv ober nega- 
tiv fein, je nadjbein bejüglicß 

f( a + ä) > f (a) 

ifl. 

3ufüße. 

1) Saßt man in bem ©leicßungSpolpnome f(x) bie 93er- 
änberlicße x um einen feßr ((einen Sßert^ d juneßmen, fo richtet 
ft<ß bad Siefultat in 33ejug auf baö 3e»<^e« lebiglicß nur naeß 
bem 9Ößertße ber erften abgeleiteten gunction f x (x). 

2) 3e naeßbem bie erfle abgeleitete gunction 
f x (x) für x == a pofitiv ober negativ auäfällt, iß 
ba8@£ei«ßung0poh;nomf(x)inber9fäßebeö9Bertße3 
für x = a bejüglicß im 3u-, ober Slbneßmen begriffen. 

Die fRicßtigfeit biefer SBeßauptung folgt unmittelbar bureß 
Umfeßrung beS obigen Scßrfaßcß. 

3) güßrt man — d ftatt d in obige ©leitßung (1) ein, 
fo geßt biefelbe übet in: 
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200 fünfter Slbfdjmtt. 

f (a _ j) _ f (a) _ _ df l(a ) + rf%(a) - **f,(a) + .... 

+ (— 1)“ <f "f n (a) (2). 

Slelfmen wir nun an, tfl werte für x = a fcaö *ßoh;nom f(x) 
9iull, nid)t aber fi(x), eS fei aifo a eine ÜUurjef ber ©ieidjung 

f(x) = 0, 

fo fließen wir auö ber ffiergleidjuttg ber beiben ©ieidfungen (1) 
unb (2) in SSerbinbung mit 3uf. 1. folgenben Scfyiufi: 

3)aö ®ieid)ung8pottynom f(x) ijat mit f,(x) ba« 
gleite ober entgegengefefcte 3«»d)en, je nacfybem man 
baffeibe unmittelbar nad) ober »or bcin 2)urd)gange 
burd) 9iull betrautet. 

§. 92. Scffrfa%. 

2)er © l e i dfj u n g 

f(x) = a n x n + a^_! x n— 1 + . . . + a 2 x* + a x x + = 0 (1) 

genügt immer ein SSJertt) oon x »on ber gönn p 0 + iq 0 . 

8 e w e i 8. 

Sejeidpiet inan bie Summen, beren Suntmanben erhalten 
werben, wenn man in bem Sluöbrurfe a,x l ber 9leif)c nad) t = 0, 

t=n 

1, 2, . . . n fefct, futjljin burd) JS a t x‘, fo fann man fdweiben: 

t=0 

f(x) = a t X* (2). 

t=0 

@e$t man nun nad> $1)1. I. §. 116a 3uf. 4. 
a t = Qt (cos a t + i sin « t ) 
x = Po + iq 0 = r 0 (cos (p 0 4- i sin y> 0 ), 
fo ge^t, unter Serüdftdjtigung oon $f)i. I. §. 116a 3uf. 3, bie 
@leid)ung (2) über in: 

t=n 

f( x ) = Qt (cos «t + i sin a t ) rj (cos t(p 0 4- i sin ty 0 ) 
ober nad) Xty. I. §. 116a 3nf- 2 in: 

t=n 

f(x) = 2 ?t rj [cos (ty 0 4- a t ) + i sin (t$p 0 4- «,)]. 
ober wenn man jur 2lbfür$ung 

t £ Qi r l cos (tcf 0 4- «0 — P 0 (3) 

t=n 

2 Qt rj sin (ty 0 4- a t ) = Q,, (4) 
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unb bamad) P 0 + i Qo = R 0 (cos </> 0 + i sin <P 0 ) . . (5) 
fefct, in: 

f[r 0 (cos <f 0 + i sin r/> 0 )] = R 0 (cos <I> 0 + i sin <I> 0 ) . . (6). 
9lad) Dfjeil I. §. 115. 4. iß wegen (5): 

Ro cos <f> 0 = P 0 unb R 0 sin <I> 0 — Q 0 
unb f)iernad) R* (cos 2 <Z> 0 -f- sin* (I> 0 ) — PJ -f- QJ 
ober ba cos* </>„ -f- sin* <f> 0 = 1, 

aud) R? = P? + Q2, 

ober nacf) (3) unb (4) für t > u: 

t=n 

RJ ==> 2' (et r;) 2 [cos 2 (t <p 0 + «,) + sin 2 (ty 0 + <*,)] 

t=K) - 


t=H 

+ 2 2 fet ri cos (to- 0 + a t ) . eil r; cos (ugp 0 -f «„) 

t =0 

+ et K sin (t<p 0 + a t ) . Q a r ” ein (uy 0 + a B )] 

t— n t— n 

*= 2 e? r*‘ + 2 2 et eu cos (t(f 0 + a, — uy u — a a ) 

t=o t— 0 


%*2n 

4 o 


t=n n 2 t=i\ n n 

V ^ JO V g" 

.t=or?"-' )T iS)*r«T* 


cos [(t — u) (f 0 -f- a t — «uj . 


3n ber erfien Summe beö innerhalb ber ^arent^cfen fteljenben 
2lu8brucfe3 tritt nur baö eine ®lieb e? awf, weldjeS für t = n 
im Kenner feine Ißotenj oon r fl f>at, bagegtn enthalten fämint* 
lid>e ©lieber ber ^weiten Summe im SRenner ben gaftor r 0 , weil 
t unb u nidjt gleichzeitig bcnfelben 2Bertf> haben fönnen, inbem 
t > u iff. 

Süfjt man bafjer r 0 unenblid) warfen, fo nähert fcd) RJ 
immer mef)r unb mehr bent 2ßert^e rf qI, alfo R 0 bem SBertfye 
rj q„. wirb fomit R 0 bei unenblid)er »on r 0 felbfl 

unenblid) unb fann bcmnad) feinen abfolut größten 2Bertlj atu 
nehmen. Da aber R? flete pojltio ifl, fo muß eö für r 0 einen 
beflimmten SQSertf) geben, für welken R“ einen abfolut fleinften 
SBertfi annimmt ober ein Minimum wirb. 

9?ef)tnen wir nun an für 

x = Po + iq 0 

nehme RJ ben abfolut fleinften SSBertt? R* an, unb fcfcen 
x = Po + iqo + d (r + «) 
wo 6 eine unenblid) flein werbenbe ©röjjc bezeichnet, fo wirb 

t=n 

%o + if Jo + d (r + is)J =■ 2 <f‘ (r + is)‘ f t (p 0 + iq 0 ) 
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fünfter S&fdjnitt. 


ob« wenn man 

ft (Po + iq 0 ) =■ Kt (cos 0 t -f X sin 0 t ) 
unb r + is = m (cos jt* -f- i sin p) 

fffct, 

f[Po 4* iq 0 + rf (r + is)] 

t=n 

= 2 E t (cos + 1 sin (cos fi t + i sin fi t) 

t— 0 
t=n 

— 2 d‘ K t m* [cos ( 0 t + fi t) + i sin (0, + p t)] (7). 

t=0 

<Seßt man nun 

t=n 

2 <P R t m l cos (<P t + ft t) = R cos 0 

t=o 


2 1 <)* ßt m‘ sin (0 t + /t t) = R sin 0 
x=o 

ober 

t— n 

R cos 0 = R 0 cos 0 O -j- — ' (5‘ R t m‘ cos (0 t 4- p t) 

t=i 

R sin 0 =* R n sin <I\ + 2 <J‘ Rt m l sin (0, -f /( t) 

t=l 

fo folgt fyierau«, wenn man beibe ©leidjungen quabrirt unb 
abbitt: 


R 2 = RJ 4- 2R 0 


2 <P Rt m‘ cos (0 t + P t) cos 0 O 


t=i 


+ 6 l R t m‘ sin (0 t 4- p t) sin 0 O 


+ 

+ 


2 ä l R t m l cos (0 t -(- p t) 

t=n 

2 6 l K t m l sin (</> t -f- fi t) 


t=i 

t=n 


= BJ + 2E 0 2 E t m l cos (<I\ fi t — <p 0 ) 

t=i 

r t=n 


4- 


2 <P R t m* cos (0 t + p t) 

t=n 

2 ö l Rt m‘ sin (0 t -f- /i t) 


2>a nun Ro ein ^Minimum werben foH, fo muß ftetö R > R*, 
fein, waö aud) <f fei. 

33on ben ©roßen Rj, R„ R„, . . . R n fonnen jWar einzelne 
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Mull fein, alle jugleict) aber nict)t; benn fonfi würbe auS (7) 
folgen : 

f[p 0 + iq 0 + 6 ( r 4- is)J = K 0 (cos <1> 0 + i sin <I> 0 ) 

= f(Po + iqo) 

b. f). eS würbe ftef) f(x) niefjt gleidjjcitig mit x ünbem. 

SBejeicfynet nun R b bie erfle ber ©roßen Rt, R 2 , . . . R„, 
wcldje nidjt Mull ifl, fo f)at man: 

R 2 — R* = 2ß 0 S <P R t m l cos (0, + p t — 0 O ) 


4 - 

+ 


2 d l ßt m‘ cos (0 t + [x t) 

fc=b 

t=n 

2' 3‘ ß t m‘ sin (0t 4- M t) 


( 8 ). 


2)aS 3ti$tn btt rechten Seite biefer ©leidjitng f)üngt nadj 
J. 90 lebiglid) von bem ©liebe, wcldjeS x in ber niebrigften ißottnj 
enthält, alfo wenn R 0 nietjt MuH ifl, von 

2ß 0 <J b R b m b cos (0 b 4- fi b — 0 O ) 
ab. 2)a aber R 2 — ß? fiets pofitfo ifi, fo rnufi vorfieljenbeS 
©lieb ebenfalls pofitio fein, wie man auef) 

r >s = m (cos fj, 4“ i sin p) 
annel)men mag. 

Somit müßte auef) ber SluSbrucf 

cos (0b + fi b — f/> # ) 

fiets pofitio fein. Mun ftnb aber 0 b — 0 O wnb b conflante 
©roßen, wäljrenb fi beliebig ifi; alfo laffen ftcf> {ebenfalls für 
li 2Bertf)e angeben , für welche ber vorftefyenbe SluSbrurf aud) 
negativ ausfällt. SBenn baljer E 0 nidjt MuH ifi, fo fann bie 
3Differenj R 2 — R? halb pofitio, halb negativ werben, waS ber 
33orauSfeß .itg wiberfpreeften würbe, baß R 0 ein {Minimum fei. 
6$ muß fomit R 0 = 0 fein; benn aisbann erfdjeint naef) (8) 
bie 35ifferen$ R 2 — R? als Summe zweier Ouabrate unb ifl 
fomit ftets pofttio. • 

Sür R 0 = 0 

folgt aber aus (6) 

f[r 0 (cos (f 0 4- i sin y 0 )] = 0 
ober f(p 0 4- iq 0 ) = 0 

b. 1). Po 4- iq 0 ifi eine SBurjel ber ©leidjung 

f(x) = 0. 


D« 
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günfter Slbfdmitt. 


§. 93. «afe. 

3 ft x = w eineffiurjel ber ©leic^ung f(x) = 0, fo 
ift baß @leicffungßf>oh)noin f(x) burcfy (x — w) tffeilbar. 


33ett>eiß. 

2Benn x = w eine fffiurjet ber ©leidjung 
f(x) = X" + A 1 X’"- 1 + A 2 x”~ 2 + ... + An-lX + A n — 0 
ift, fo l)at man: 

f(w) == w n 4 AjW 0-1 4 A 2 w n_2 4 . . . 4 A n _i w 4 A n == 0 
unb burtf) ©ubtraftion beiber ©(eidjungen folgt: 
f(x) = (x n — w n ) + A^x“ -1 — w n_1 ) 4 A 2 (x n - 2 — w n 2 ) 
4 ... 4 A„_ 2 (x 8 — w 2 ) 4 A„_i(x — w). 

9fun ift aber jebe ber fDifferenjeit 

x» — w“, x n— 1 — w n— *, ... x 2 — \v 2 , x — w 

burefj (x — w) teilbar, alfo ifi eß auef) baß ©leidjungßpo* 
lt;nom f(x). 


St nm er tu lt g. 3h bie SBurjet ber ®teidjung ltcgatib, j. 8. = 
— w, fo ift atfo f(x) burd) [x — (— w)] ober burd) (x + w) tOeitbar. 

2) $ie 9tid)tigteit be<3 obigen i'ebrfafjeö ergibt fid) aud) au§ fotgenber 
SJctradbtuug : 

®ioibirt man baß 'f>o(t)ttom f(x) burd) (x — w), fo erhält man im 
Sltlgemeiueu irgettb einen Quotienten, beit toir burd) f(x) bejeidjneit 
motten, unb einen oon x unabhängigen itteft r, fo bajj für jebert SBertt) 
non x 

f(x) = (x — w) y(x) + r 

gefefet werben tarnt. 

SRun toirb aber für x = w 

f(x) = 0 

unb oorfteheube ®letd)ung geht in biefetn gatte über in 
0 == o + r 


woraus folgt: 


r = 0, 


b. h- f(x) läßt burdj (x — w) bioibirt feinen SReft, ift atfo burd; (x — w) 
theitbar. 


SSeifpiele. 

1) Oft 

f(x) = x 4 — x 3 — 7x 2 4 x 4 6 = 0 
bie oorgelegte ©leidjung, fo überjeugt man fidj leitet burd) ©n= 
füljrung beS SBertijeä 3 ftatt x, baß bafür f(x) 9iuH toirb, atfo 3 
eine SBurjet ber ©leidjung ift. ®it>ibirt man nun baß ®letd)ung8= 
pottjnom 

x 4 — x 3 — 7x 2 4 , x 4 6 
burd) (x — 3), fo refultirt 

x 3 4 2x* — x — 2 

alß Quotient. 
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2) 2Bie inan fidj leidjt überzeugt, ijt — 5 eine Sßurjet ber 
©leidjung 

x 4 - x 3 — 27x 8 + 25x + 50 = 0. 

Qibibirt man nun ba8 ißolljnom berfclbeh burdj [x — ( — 5)] 
= x 4- 5, fo erhält man ben Quotienten 

x 3 — 6 x s 4- 3x 4- 10. 

3 ufa&. 

bcbarf wol)l faum bet (5rw4f)nung , bajj bie 2 lu$fülj* 
rung btt 2)ibifton eine# ®(eid)ungöpolt;nomö burefj ein SBinorn 
«on ber §orm (x — a) auf bie gewöhnliche SBcifc in ben mciften 
gälten fehc langwierig unb jeitraubenb ifi. 2 ß£r wollen beöljalb 
nacf)jiel)enb in Äürje eines bon £orner gelehrten 5?erfal)ren3 
erwähnen, baö geeignet ift, berartige SDiöifionen viel rafct)er ju 
bewerffteHigen. 

3fi 

f(x) = x” 4- AjX“ - * 4- AjjX " -2 4- ... 4- A n _! x 4 - A„ 
unb witb biefeö *JJoft;nom burch (x — a) bivibirt, fo erhält man 
im Allgemeinen einen Quotienten bon ber gorm 

x"- 1 4 - BjX " -2 4 - BjjX" - 3 4- ... 4- Bn-t 
unb irgenb einen fRefi B n/ worin, wie man ftd) leicht burd) 
23eftimmung einiger ©lieber auf bem gewöhnlichen SBege überzeugt, 
31 t fefccn ifi: 

B, = a 4 - A, 

B 3 = a 8 4~ A s a 4- A a 
— a (a 4~ A,) 4~ A 3 
«= aB, 4~ Aj, 

B 3 = a 3 4~ Aja 8 + A 3 a 4 - A., 

== a [a (a 4“ A,) 4~ A 2 | 4 - A 3 
= aB 2 4- A 3 
B 4 — aB 3 4 - A 4 


B„-i = a n_1 4" Aja” -2 4~ Aja " -3 4~ ••• 4~ A n _ 3 a 4 * A n _ 1 
== aB n ._ 3 4 - A„_| 

B„ = a n 4~ Aja " - 1 4~ A ä a " -2 4~ • ■ • 4~ A n — 1 a 4~ A„ 
= aB„_i 4“ A„ 

-= f(a). 
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Sanfter Slbfdmitt. 


»V 


1 


2)er Quotient ber 2)toifion ifi foinit: 

X n -1 + (a + A,) X "- 1 4- (aB, + A a ) x"- 2 + (aB a 4 A 3 )x"- 3 
+ • • • 4* (aB n _i + An — j) 
unb ber 9?eft 

B» — f(a). 

SRan erlief ffierauö wie auf ganj medjanifeffe 2Betfe jeber» 
geit ber Soefftcicnt irgenb eineö ®liebc$ beö Quotienten, fo wie 
ber Qrnbrefi aus bem (Soefftcienten be6 nädjfworljergefyenben 
Oliebeö unb bem entfpreeffenben Soeffkienten be« ju biuibirenben 
^otynomö erhalten werben fann. 

9?ac^fie^enbed Schema wirb biefe$ jutn befferen 93erftänbniffe 
bringen : 


a 


A, 

a 

+ A x 

= B, 

A* 

aB x 

+ A 2 

= B s 

A s 

aB 2 

+ Ag 

= b 3 

A. 

aB 3 

+ A* 

= b 4 


A„ — i 

aB n _j 4" A n _ i 

= Bll—! 

A» 

aB n _, 4 A n 

= B„ . 


Shtntetf ung. 3u bcmfelbeu ®cfebe gelangt man audi burd) Sn» 
»eiibimg tc«5 ©at>cd Bon ben unbeftimmten Socfficientcn wie folgt: 

©cfst man 

= x n 1 4 B,x"-J 4 B s x“-3 4 .... 4 B„-ix 4 

x~ä 


fo wirb 

f(x) = x» 4 (B, — a)x'>-> 4 (B, — aB,)x«-3 4 .... 

4 fBn — 2 — aBn— 3)x* 4 (Bn — 1 — aBn — 2)x4 Bn — aBn — 1. 
®a aber auch 

f(x) = X » 4 A,X n — > 4 A , X »— 2 4 .... 4 An — 2 X* 4 An— IX 4 An , 
fo bat man: 

B, — a = A, 

B., — aB, ~ A s 

B a — aB, = A 3 


Bn— 2 — aBn— 3 ’ An— 2 
Bn— 1 — aBn— 2 = An — 1 
Bn — aBn — 1 •= An, 
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woraus ft cf) fcfjliejjticf) für B,, B 4 , — B n bi« fcfjon ob«n gefunbenen 
Sertf)C ergeben. 

©eifpiele. 

1) Da« ^Joltfnom 

x 4 — x* — 7x s + x -f- 6 
burdj x — 3 ju biotbiren. 


Huflöfung. 


©efce A, — — 
fo folgt: 


1, A, 
8 


7, A 3 


1, A 4 — 6, a — 3, 


— 1 3 — 1 = 2 

— 7 3.2 — 7 = —! 

1 3 . — 1 + 1 = — 2 

6 3. — 2 + 6= 0. 

Der SRefi ift fomit 9lutl, bie Dicifiott getyt bemnadj auf unb 
ber Quotient ift: 

x 3 + 2x 2 — x — 2. 

2) Da« ißofynom 

x 4 — x 8 — 27x* + 25x + 50 
burdj x + 5 ju bicibiren. 


Wuflöfung. 

©efee Aj = — 1 , A 2 = — 27, A s = 25, A 4 = 50, 
a = — 5, bann folgt: 

— 5 

— 1 — 5 — 1 = — 6 

— 27 — 5 . — 6 — 27 = 3 

25 — 5 . 3 + 25 = 10 

50 — 5 . 10 + 50 = 0. 

Die Dibifton geljt fomit toieber auf unb ber Quotient ift: 
x 3 — 6x 2 + 3x + 10 

3) Da« ^ofynont 

x 5 + 7x 4 — 13x 3 + 7x ! — 5x + 3 
burdj (x — 4) ju bioibiren. 

Sluflöfung. 


4 + 7 — 11 

4 . 11 — 13 = 31 

4 . 31 + 7 = 131 
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giinfter abfehnitt. 


— 5 4 . 131 — 5 = 519 

3 4 . 519 + 3 = 2079. 

5Der Quotient fyeijjt baljer: 

x 4 + llx 3 + 31x 2 + 131x -f 519 
unb ber 9teft ift 2079. 

anmcrtung. 3(1 ber Eocfficient beS erften (SltebeS nicht 1, 
foubent etwa A 0 , fo bleibt bag ©erfahren genau baffelbe, rote fiel) leüht 
nachroeifen läßt. 4)aS •Schema ber Operation ifl alsbaim 

a 

Ag A 0 c= Bg 

A, aB„ + A, - B, 

A 2 aB, -j- A ä = B s 


An — 1 aBii— 2 -f- An— i Bn— 1 

An aBn — 1 -4“ An — Bn . 

3 fl 3 - $3. bag $oftinom 

üx“ — 5x* -f- 7x — 12 

bureh x — 3 3U biuibireu, fo erhält matt bierttaef): 

3 


6 

6 

zSS 

6 

— 5 

3.0 — 

5 = 

13 

1 

3. 13 + 

7 — 

40 

— 12 

3.40 — 

12 = 

120 


ltnb fomit 

Gx 2 + 13x -f- 4G 
als OuotientCtt unb 120 als iKeft. 

2) ans ber ibentifdicn ®lei<hung [§. 80 (o)]: 
f(x + ä) = f(x) + Jf, (x) + <Pf»(x) + ....+ 4» f„ (x) 
folgt für x — a, S — x — a : 

f (x) ■ — f(a) + (x — a) f,(a) -f (x — a)* f a (a) + + (x — a) n f n(a). 

3ft nun a eine äüutjel ber Wleidtuttg 
f(x) — 0, 

atfo f (a) = 0, 

fo ergibt fidf attS tjorftchenber ©leidnutg: 

£a “ f * (a) + < x - + •••• + (*- a ) n - lf "( a )- 

roorauS fid) ebenfalls bie ‘Xljcilbarteit ooit f(x) bitrd) (x — a) ertentten 
äjjt, im gälte a eine Soutjel ber ®leid)ung f(x) •= o ifl. 

3ft f(a) nicht 'Jiull, alfo a teilte iilurjcl, jo erhält man nach Obigem 
f(a) als Dieft bei ber Siuifion ooit f(x) bnreh (x — a). 


§. 94 . SUtfgabeit jur llcbttttß. 

35 ie Quotienten unb 9 ieflc für nacfjfletKnbe $>toiftonöauf* 
gaben 311 beftimnten: 

1) (x 3 — 8x 2 + 2x + 10) : (x — 5). 

2) (x 4 — 4x s — 5x s + 22x — 8) : (x — 4). 
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3) (x 6 4- 3x 4 + 3x 3 + 7x 2 — llx — 15) : (x + 3) 

4) (x 4 — 15x 3 + 61x 2 — 39x 4- 28) : (x — 7) 

5) (x 4 — 10x 3 + 8x 2 4- 4x — 155) : (x — 9) 

6) (x 7 4- 10x B — 8x 4 — 78x 3 4- 20x s — 4x4-60):(x4-10) 

7) (x 6 — 5x ft 4- 4x 3 — 20x 2 — 2x4~ 10) : (x — 5) 

8) (4x fi 4- 24x 4 — 3x 3 — 10x 2 4- 43x 4- 10) : (x 4-6). 

§. 95. Sic^rfati. 

3 c b c ®leid)ung fyat genau fo t> i c I e 3Bur$etn at$ 
ber fyödjfie (Srponent ber Unbrfanntrn Sinfyeiten 
enthält. 

Sero ei 4. 

3fi 

f(x) = x" 4- A l x"- 1 4- A 2 x n— 3 4- .... 4- A n _|X 4- A„ •= 0 
eine ©teidjung 00m nten ®rabe unb w x eine SQSurjcI berfelben, 
fo fann man nad) §. 93 feftcn 

f(x) = (x — w t ) (x n— 1 4- BjX 11-3 -f - B Ä x n-3 4- .... 

4~ Bo — 2 x 4" B b — 1) •== 0 

ober wenn wir ben potynomifcfyen gaftor ber regten Seite burdj 


F t (x) bejeictjnen, 

f(x) = (x — w,) Fj (x) = 0 (1) 

S)iefer ©teidjung wirb aber nidjt nur burcf) ben Sßertlj 
x = w lf fonbern aud) burdj 

F*(x) - 0 (2) 


®enüge getriftet. 5)a c« nun aber nad) §. 92 jcbenfaltö für x 
einen SBertt) w s gibt, wetd)er F(x) auf 9iutt rebucirt, ober eine 
SBurjet ber ®leid)ung (2) ifi, fo fönnen wir aud) fefcen: 

F l( x ) = (X — W s ) (X 11 * 2 4- CiX”“ 3 4- • . • + C n _s x 4- C n _») = 0 

ober fürjer: 

F i O) = (x — w s ) F s (x) -= 0. 

Slnalog wirb man fjabeit: 

F S (X) = (X — w 8 ) Fg(x) a'O 

Fg(x) = (X - w 4 ) F 4 (x) = 0 


F„_ 2 (x) = (x — Wo— 1 ) F n _i(x) ----- 0 
F„_i(x) = (x — w n ) = 0 

€vi|>. allgemeine Sritbmctif. II. 2. Hufl. 
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roo offenbar bic ®leid)ung F„_i(x) =» 0 vom erflen ®rabe 
fein muß. 

güßrt man tiefe 2Bertl)e rücfwärtS bis jur ®leid)ung (1) 
ein, fo erhält man: 

f(x) = (X - w,) (x — w s ) .... (x — (x — w n ) — 0 . . . ( 3 ) 
»orauS Ijcvcorgc^t, baß obige @(eid)uug beS nten ®rabcS (eben- 
falls n SBurjcln l)at, ba jeber ber n 2ßertl>e w x/ \v 2 , w 8/ 

w„, für x eingefeßt, baS fßolhnom f(x) auf 9 lull rebucirt. 

6inb mefyrc ber gaftoren gleid), tft alfo 3. 35 . f(x) burd) 
(x — w) m teilbar, fo fagt man w fei eine mfaetje SBurgel 
ber ©(eidjung f(x) = 0. 

Um nun nod) 31t jeigeit, baß bic oorgelegte ®lcid)ung nid)t 
mebr als n äUurjcln fyaben fann, »ollen »ir annefymcn, eS ifc w„ 
nod) eine »eitere oon \v 1( w 2 , — w n _i, w„ oerfd)tebeue SBurjel 
berfclben. fDann »ürbe man aus ber @lcid;ung ( 3 ) erhalten: 
(w 0 — w x ) (Wq — w s ) (vv 0 — w # ) ...(w 0 — w n _i) (w 0 — w„) = 0 
»aS unmöglich ift, ba fämmtlidje Sinomialfaftoren non 9 ?uÜ 
vcrfct)icben ftnb.*) ®ie ©feidjung som nten ®rabe Ijat fomit 
n 2ßurjeln unb »eber mel)r nod) »eiliger. 

3 ufäße. 

1 ) 3cbe rationale gunftion läpt fid) in cbenfo nicl 33 ino* 
inialfaftoren »oni erfteit @rabe jerlegen, als ber bödjfte Grponent 
ber Üleränberlidjen (Sinf)eiten fyat. 


*) 9ludj wenn baä 'ßrobutt äweter comptcjcu 3altlen iJhiU ift map einer 


ber gattoren 9lutt fein. Senn 

ift (a -f- bi) (c -(- di) = 0 (n) 

fo folgt: ac — bd -f- (ad + bc) i -= 0 

alfo ift ac — bd = 0 unb ad -f- bc = 0 

folglich auch ac — bd — (ad + bc)i =» c(a — bi) — di(a — bi) = 0 

ober (a — bi) (c — di) = 0 (ß) 

Surdi SDtultiplitation oon («) uub (ß) erhält man: 

(a* + b 4 ) (c 4 + d 4 ) = 0 
unb hieraus, baß entweber 


a 4 + b 4 = 0, 
ober c 4 + d 4 = 0. 

3m erften gatte muß alfo 

a = l), b «= 0, baßer a -j- bi — 0 
unb im jroeiten gatte 

c = ü, d = o, baßer c + di = o 
feiu. 


Dig 


xJby CJo 


Sßon bcn (jöfietcn ®(eidmngen. 


211 




2) Durdj obige ©leidjung (3) ifl unß ein Mittel an tote 
-£>anb gegeben, eine ©leidjung ju bilfcen, welcfje gegebene 
SEBurjeln Ijat. 

Sol! j. 33. eine ©leidjung aufgefiellt werben, melier bie 
vier äüurjeln 2, 3, — 1, — 5 entfpredjen, fo fefjr man 
(x — 2) (x — 3) (x + 1) (x + 5) == 0 
unb bepiminc Ijicranö burdj üluöftitjrung ber angebeuteten üRul* 
tiplicationrn bie ©leidjung: 

x 4 + x 3 — 19x 3 4- llx + 30 = 0. 

©beitfo erhält man alö ©leidjung, weldje ben 'IBurjelu 3, 
3, 3, — 2, — 1 entfpridjt: 

(x — 3)® (x + 2) (x + 1) = 0 
ober x 6 — 6x 4 4- 2x 3 + 3t>x ! — 27x — 54 = 0. 

3) flennt man m Sßurjeln w t , w 2 , .... w m ber ©leidjung 
f(x) = 0 com nten ©rabe, fo fann biefe nach SBorftefjenbem 
burdj Dioifton bei? *Bolp»omä f(x) burdj ba9 s 4.!robuft 

(x — w t ) (x — \v 2 ) .... (x — w m ) 
auf eine ©leidjung t>om (n — m) ten ©rabe jurücfgefüfjrt werben. 

4) Siifjrt man bie in ber ©leidjung (3) angebeutete ÜJ?ul* 
tiplifation auö unb oergleidjt baö gewonnene Olcfultat mit ber 
urfpriingtidjen ©leiiiiung 

x" + AjX“- 1 4- A 2 x n ~ l 4- . . . . 4- A n _i x 4- A„ = 0, 
fo ertjült man jwifdjen ben Soefficientcn A 1( A 2 , ... A„-i, A n 

unb ben SBurjeln w, ( w 2 w n _i, w„ biefer ©(eidjung nadj* 

ftrljenbe 93ejietjungen : 

Aj = — (w, 4- w 2 4- w, 4- .... 4- \v„) 

A 2 = w, Wj 4- w, w 3 4- w, w 4 4- .... 4- w, w„ 4- 

w 2 Wj 4“ w * ' V 4 + w 2 v t 4“ •••• + "4 w n + 

' v 3 "4 + •••• + "'s "’n + •••• + •••• + "’n— 1 "’n- 

A s = — («4 w 2 Wj 4- Wj w 2 w 4 4- Wj w 2 w 5 4- . . . 4- w, w 2 w n 4- 
3 "4 "4 + •••• 4- •••• + w„_s w„_, \v n ) 


A„ “ (— 1)” Wj W 2 W 8 W 4 .... W„_, W„. 

2Bir jieljen Ijierauö folgenbcn Sdjlufi: 

3n ieber ©leidjung oon brr Sonn 
x n 4- AjX" -1 -t- A 2 x n ~ 5 4- .... 4- A„_ix 4- A n = 0 
befteljt ber Soefficient beö jweiten ©liebeö au6 ber Summe aller 
Sßurjeln mit entgegengefefytem genommen, ber Soeffteient 

14 * 
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be« britten Stiebe« au« ber Summe alter Kombinationen ber 
n HBurjctn jur ^weiten Älaffe ofync 2 Biebert)otung mit unver» 
änbertem3eirt)fn, ber Kocfficient bc« vierten Stiebe« au« ber Summe 
alter Kombinationen ber n Sßurjetn jur britten Älaffe otjne 2Bieber* 
tjolung mit entgcgengefc&tem 3 eirfK'i genommen’ u. f. tv. 5 fcf>ließ* 
lid> ba« le&te Stieb au« bem t)3robulte aller SBurjetn mit unver* 
änbertem ober entgegengefctjtem 3 t<<f)cn genommen, je nacfybent 
ber t)öd)fie Krponent ber Unbcfannten gerabe ober ungerabe ift. 

§. 96. $lufga6cn jur Hebung. 

SKait folt bie Steigungen aufftellen, beren 2Bur$eIn ftnb: 

1) 2, 3, 4. 

2) 3, 5, - 7. 

3) 2, - 1, - 3. 

4) - 2, - 3, - 4. 

5) 1, 3, 4, 5. 

6 ) 2, - 1, - 3, - 4. 

7) 3, 5, — 2, — 3, — 5. 

8 ) 1, 2, 2, 3. 

9) 2, 2, 2, 2, - 3. 

§. 97. ScWafc. 

£>at bie Sleicfyung f(x) = 0, beren Koefficienten 
reell finb, eine SBur^et von ber gornt a 4 - bi, fo ift 
nottjmenbig ber conjugirte 2ß e r 1 1) a — bi aud) eine 
2Burjel bcrfelben. 

Setvei«. 

gitljrt man für x ben SBertf) a + bi in bie Sleidjung 
f(x) — x- + AjX” -1 + A s x n_s + . . . + A n _! x + A n = 0 
ein, fo erhält man: 

f(a + bi) = (a + bi) n + A, (a -f- bi ) n — 1 4 - . . . 

4~ A n _i (a + bi) + A n = 0, (1) 

atfo eine Steigung von ber gorni 

A 4 - Bi = 0. 

9lacf) Sb. I. 5- 115, 2 ifi in biefeni gaHe 
A = 0 unb B *= 0 
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unb ba aus (1) aucf) folgt: 

f(a — bi) = A — Bi j= 0, 

fo ift a — bi ebenfalls eine SBurjtl bet ©leicfyung f(x) = 0 
unb eS fornmen fomit bic imaginären SBurjeln fietS paar* 
weife oor. 


3«f«ge. 

3ft a -f- bi, alfo auct) a — bi eint Sßurjel bet ®leitf)ung 
f(x) = 0, fo ftitb 

x — a — bi unb x — a bi 
nadj §. 95 gaftoren bcS IßolpnomS f(x), alfo ifi aucf) baS 
Ifjrobuft beibtr ober 

(x — a — bi) (x — a -j- bi) = (x — a) 2 -f- b s 

= x 2 — 2ax -f- a 2 -|- b* 
ein gaftor btSftlben. 2)a nun biefeS Iflrobuft fietS reell unb 
pofttio ausfällt, fo gieren wir t)ierauö in 93trbinbung mit bem 
D6igen folgenbe ©bluffe: 

1) Daß ©leidjungSpolpnom f(x) [äfft fiel) fietS 
in ein Ißrobuft aus lauter reellen gaftoren »om 
erjten unb ^weiten ©tabe jerlcgen. 

2) £at eint ©leidjung reelle Sßurjeln, fo ftnb biefe in 
g er ab er ober ungeraber 2lnja!)l »orfjanben, je nadjbem bie 
©leicfyung oon gcrabem ober ungerabem ®rabc ifi, ba bie 
imaginären SBurjeln naefy obigem ©age fietS in geraber Slnjafyl 
oorfommen. 

3) 3ebe ©leicfyung oon ungerabem ©rabe befigt 
naefy 2. wenigftenS eine reelle 3Bur$el. 2)iefe fyat 
baS entgegengefegte 3«><fy< ! tt bcS lebten ©liebes. 

2>enn ba baS Ißolfynom bie gönn l)at: 

(x 2 — 2a x x + a ? + bf) (x 2 — 2a 2 x -f- ai| -f- bij) . . . (x — w x ) 
(x — w 2 ) (x — w 3 ) . . . 
fo ifi naefy §. 95. 3uf- 4 baS legte ©lieb 

A„ = — (a? + bf) (aj + bj) . . . w x w 2 . . . 
uitb fyat bafyer mit bem 'Jlrobufte — w x w 2 ... einerlei 3ficfytn. 

Jpicrnad) fällt fomit baS Ißrobuft — A„ w x w 2 . . . 
fietS pofitio, alfo baS IJirobuft A„ w x w 2 . . . fietS nega* 
ti» auS. 

hätten nun alle 2i?urgeln einerlei 3«<f)tn mit bem legten 
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©liebe A„, fo wäre, ba bie Sln^aljt ber gaftoren A n , w x , w 2 . . . 
gerabe ift, baS fßrobuft A, Wj w 2 ... pojttiv, maS im SBiber- 
fprudie mit bem eben ÜJtitgctheiltcn ftcl)cn mürbe. 

4) 3ebe ©leichung von gerabem ©rabe, bereu 
lejjtcö ©lieb negativ ift, l)at menigflcnS jmei reelle 
SBurjefn, von welchen bie eine pofitiv, bie anbere 
negativ ift. 

3>enn angenommen bie ©leichung hätte lauter imaginäre 
äBurjeln, alfo baS ‘.ßolpnom bir Sonn 

(x 2 — 2 qjX + aj + bf) (x 2 — 2a 2 x + njj -f- b 2 ) . . . 
fo märe taS lefcte ©lieb: 

A n = (a| + b?) (a 2 + b\) . . . 
alfo jebenfalis pofttiv, maS mit ber Slnnaljme im SEBiberfprucfje 
ftünbe. 60 muff fomit menigftenö eine reelle SBur^el w t vor* 
Ijanben fein. 3Mvibirt man nun ba$ s 4?ofpnom f(x) burch x — w x , 
fo ift ber Duotient von ungerabenr ©rabe unb wenn man ben* 
felbcn Shell fefct, fo entfpredjen ber fo erhaltenen ®lcid)ung bie 
übrigen (n — 1) SBurjeln, morunter jebenfallä eine ungerabc 
2lnjaf)l von reellen ftd) beftnbet. 

Seaeidjnen mir biefe burd) w s , w 8 , w 4/ ... fo ift bie Sonn 
beö fßotpnomö 

f(x) = (x 2 — 2a 1 x 4- »! + b?) (x 2 — 2a 3 x + + bj) . . . 

(x — w x ) (x — w s ) ... 
unb fomit baö lefcte ©lieb 

A„ = (a 2 + b 2 ) (a 2 + b 2 ) . . . w } w 2 w 3 . . . 

IDiefeS h at hiernach einerlei 3eid)en mit bem fßrobuftc w x w 2 
w s . . . 

2>a aber baS le^te ©lieb ber SBorauSfejjimg jufolge negativ ift, 
fo muff nach §. 95. 3uf- 4 baS ißrobuft w x w 2 w 8 ... eben* 
falls negativ fein unb e« fönnen fomit bie reellen Sßurjeln \v x , 
w„ w 8 , ... nicht fämmtlich einerlei 3hd? f n haben , ba bereu 
Slnjahl gerabe ift. Jpat bemnaef) bie ©leichung reelle SBur^eln, 
fo ftub eö beten menigftenS jmei von entgegengefejjtem 3eidjen. 

5) 35aS ©leichungSpolpnom f(x) einer ©leichung, melche 
nur imaginäre SBurjeln h<rt, behält für jeben SBertl) von x 
baffelbe 3f’then. 

6) <5oll baS ©IcichungSpolpnom f(x) für feinen reellen 
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Sßertfj von x fein 3*id)en änbern, ober 9?utl werben, fo niufi 
bie ©leidjung f(x) — 0 lauter imaginäre SBurjcln Ijaben. 

7) 2Ienbcrt ba3 tßolrjnom f( x ) für irgenb einen reellen 
SBertlj von x fein 3eid)cn, f° M bie ©leidjung f(x) = 0 jcben" 
faUö nidjt lauter imaginäre SBurjcln. 

. §. 98. Seljrfafc. 

Süljrt man in einer ©leidjung f(x) = 0 für x bcn 
SBertlj — x ein, fo jltmmrn fämmtlidjc SBurjeln ber 
neuen ©leidjung f( — x) = 0 b c in numertfdjen SBertlje 
nadj mit bcn SBurjeln ber urfprünglidjen ©leidjung 
überein, erhalten aber bie entgegengefcfctcn 3eidjen. 

53 e w e i 3. 

©egeicfjnen w x , w 2 , w 8 , . . . w„ bie n SBurjeln ber ©lei* 
djung f(x) = 0 bed nten ®rabe3, fo ift nadj §. 95: 

f(x) = (x — Wj) (x — w 8 ) (x — w s ) . . . (x — w n ). 

6ubftituirt man Ijicrin — x ftatt x, fo folgt: 
f(_ x) = (— x — w x ) (— x — w 2 ) . . . (— x — w n ) 
= ± ( X + Wj) (x -f- w 2 ) . . . (x + w„) 
wo man ba3 obere ober untere 3tidjcn ju fcfcen Ijat, je nadjbein 
bie vorgelegte ©leidjung von gcrabem ober ungcrabcni ®rabe ift. 

§ierau3 geljt unmittelbar hervor, bajj — w x , — w s , 

— w 3 , ... — w„ bie SBurjeln ber veränberten ©leidjung 
f( — x) = 0 ftnb. 

Seifpiel. 

2J?an überjeugt fid; leicht, baß ber ®(eid)ung 

f(x) = x 3 — 2x s — 5x + 6 *= 0 
bie brei Sßurjeln 1 , 3 unb — 2 entfprcdjen. giiljrt man nun 

— x ftatt x in bie ©leidjung ein, fo geljt biefelbe über in: 

— x 3 — 2x 2 -f- 5x -f- 6 ■= 0 
ober x 3 -f- 2x 2 — 5x — 6 = 0, 

welker nun bie brei 2Burjeln — 1, — 3 unb 2 jufommen. 

§. 99. ficljrfafc. 

Subftituirt man in einer ©leidjung f(x) = 0 ber 
SReilje nadj für x bie SBcrtlje 1, 2, 3, ... r, s, ... 
unb e3 änbert ba3 Ißolijnom f(x) jwifdjcn jwei un= 
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mittelbar auf einanber folgenben ©ubftitutionen 
r u n b 8 fein fo liegt gmifcfyen r unb s jeben* 

falle eine ungerabe 2lngal)l ton reellen SBurgeln. 

SBemeiS. 


99egcicf)nen w lf w 2 , w 3 , ... w n bie n reellen SBurgeln ber 
©leidjung f(x) = 0, fo tjaben ber 33orauöfef>ung gufotge nadi) 
§. 95 bie $robufte 

(r — Wl ) (r — w,) (r — w s ) . . . (r — w„) 
unb (s — w t ) (s — w 2 ) (s — w 3 ) . . . (s — w n ) 
Perfcfyiebene 3cid)fn, inbcm baS fßrobuft ber imaginären SBurgeln, 
welctjc bie ®leid)ung enthalten fann, nad) §. 97 fletö pofltio 
ausfällt. 

Die cntfprecfyenben unter einanber fteljenben binomifcfjen %ab 
toren biefer ^Jrobufte fönnen hiernach nicht alle baffelbe 3c*d)cn 
Ifaben, fonbern eine ungerabe 2lngal)t berfelben mujj mit entgegen« 
gefegten 3eid)en verfemen fein. 

9lel)men mir nun an, bafi g. 99. r — w m unb s — w m 
»erfchiebcne, alfo r — w m unb w m — s einerlei 3cichen ffaben, 
fo ift offenbar 



w„ 


> 

< 


8 / 


morauö folgt, bajj in biefein galle bie SBurgel w m gwifcfyen r 
unb 8 liegt. 


3ufäfce. 


1) SBeljält baS ©leidjungSpolpnom f(x) für gmei aufeinanber 
folgenbc ©ubftitutionen r unb 8 ftatt x einerlei 3 c *chen, fo liegt 
gwifdjen r unb s feine, ober überhaupt eine gerabe Slnga^l von 
reellen SEBurgeln. 

Denn in biefem galle müffen in obigen s ^robuften bie ent* 
fprechenben Saftoren entmcber alle baffelbe 3fifhen l)aben, ober 
eine gerabe 2lngaf)l bapon f)at entgegengefefcte 3 f i<f}tn, weil nur 
bann bie 5ßrobufte einerlei ßticfttn fyaben fönnen. 

2) Siegt groifcfien r unb s eine Slngaljl »oit SBurgeln 

ber ®leiöt)ung f(x) = 0, fo fjaben f(r) unb f(s) 

3c«4)tw- 
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3) 3 fit a eine 1, 3, 5, 7, . . . fadje Sßurjel bet ©leidjung 
f(x) = 0, fo Ijaben f(a -f- 3) unb f(a — 3) für ein Ijinreidjenb 
Heine« 3 erttgegengefefpe 3fid? c u- 

Denn fe$t man 

f(x) = (x — a) 2ro +» (p(x), 

wo <p(x) für x = a nidjt 9luU wirb unb <p ( a -f- 3) unb 
y(a — 3) für ein Ijinreidjenb Heine« 3 einerlei 3fitf>fn fjnben*), 
fo erfjfilt man: 

f(a + 3) = 3 2m + 1 <f(& + 3) 
f(a — 3) = — 3 2m +> y)(a — 3). 

4) 3P a eine 2, 4, 6, ... fadje SBurjel ber ©[eidjung 
f(x) = 0, fo fjabeit f(a + 3) unb f(a — 3) für ein Ijinreidjenb 
Heine« 3 einerlei 3cid^en. Denn fefjt man analog wie twrljin: 

f(x) = (x — a) 2m y(x), 

fo folgt hieraus : 

f(a + 3) = 3-’ ra 9 >(a + 3) 
f(a — 3) = 3 2m <p(& — 3). 

5) 3 fl f(a) == 0 unb tjabcn f(a -f- 3) unb f(a — 3) für 

ein Ijinreidjenb Heine« 3 Seichen, fo ip a eine 

1, 3, 5, . . . gäj ur j e ( ber ©leidjung f(x) = 0. 

§. 100. Scprftifc. 

€>inb fäinmtlidje Soefficientcn ber ©lieber einer 
©leidjung f(x) = 0 ganje 3«l)len, ber beöerpen ©liebe« 
aber = 1, fo gibt e« feinen reellen rationalen Srudj 
alö SBurj el berfelbett. 


33ewei«. 

3P - ein foldjer Srudj, ber auf feine Heinfte Senennung 

gebradjt ip unb wüte nun ? eine SBurjel ber ©leiefjung f(x) = 0, 
fo Ijütte man: 

*) ®iefe SSebingung muß ftctb erfüllt »erben fönitett, »eit anbernfaüs 
a nadi Obigem 1, :i, 5, ... fache SBurjel boii «(x) — o fein müßte, »aS 
gegen bie 'futnabme wäre, baß y(a) nitfit Diutt fei. 
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giiuftcr Slbfdmitt. 


+ A n = 0 


P\ P" , A 1 p "- 1 AjP "- 2 , , A n—lff 

q) q" H q"- 1 + ' q 1 — 2 + '"~ r q 

ober 

n" 

- + A t p"“ 1 + A 2 p n—2 q + ... 4- A n — ip q n_2 + A n q"- 1 = 0, 


worauf folgen würbe: 

P - = — (A, p 1 '- 1 + A, p«- 2 q + . . . + A„_ip q n— 2 + Anq"“ 1 ) 

wa8 itnmöglid) ijl, ba ein S3ruclj fein mufj, waprenb 

— (A x p"“ 1 + A 3 p n - 2 q 4- ... 4- A„_ip q n ~ 2 4- A„ q" -1 ) 
eine ganje 3al)l anbeutet. 

@8 fann foinit p feine SBurjel ber ©[eidjung f(x) = 0 fein. 


§. 101. 3 ufa 5. 

3 ft 

x" 4- AjX n_1 4- A 2 x"- 2 4 - ... 4- A„_ix4- A„ = 0 ...( 1 ) 
eine ©leidjung mit lauter ganjjaljligen (Soefficienten unb a eine 
2Bur$el berfelben, fo folgt au8 

a“ 4- A 1 a n_1 4- A 8 a n - 2 4- .... 4 - A„_! a 4 A„ = 0 
unmittelbar: 

V- = - (a"- 1 4 - A.a»- 2 4- Aja"— 1 4 - .... 4 - A n _,) 

u 

un 5 ba bie rechte ©eite biefer ©leidjung eine ganje 3afjl bar* 

Pellt, fo muß A n burdj a tljeilbar fein. 

2lu8 ber lebten ©[eidjung ergibt |ldj aber: 

A n , » 

+ A n — 1 

— = — (a n— 2 4- A 1 a n ~ 3 -f- .... 4- A„_ 2 ) 


unb ljierau8: 



n— 1 


4 ~ A n _ 3 


— «= — (a n— 3 4- A^"- 4 4- ... 4 - A„_ 3 ) 

II 

u. f. n>. bi8 gulc^t — 1 aI8 Ouotient erfdjeint. 

SBir fdjliefjen fjierau8 auf folgenben ©ajj: 

3fl a eine SBurjel ber ©leidjung (1) unb man bioibirt juerfi 
A d burdj a, abbirt A n _i jum Ouotienten unb bioibirt nodjmalS 
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burcf> a; abbirt hierauf juin erhaltenen Quotienten A„_ 2 unb 
bioibirt roieberum burch a u. f. f. bis man fdjliefilich Aj abbirt 
hat, fo erhält man bei biefer Operation nur ganje Quotienten 
unb — 1 ald Snbquotienten. 3 ft a feine 5Burje( ber ©leichung, 
fo ergibt ftd) bei ber angeführten Dioifton burd) a einmal ein 
gebrochener Quotient, ober ein dnbquotient, welcher nicht — 1 ift. 

3m SaUe einzelne ©lieber ber ©leichung fehlen, biefe alfo 
nicht oollftänbig ift, fefcc man 9Jitll an bie Stelle ber betreffen» 
ben doeffkienten. 

öeifpiele. 


l) 9Bie man fleh leiert überzeugt entfpriebt ber ©leichung 
x 4 — 10x 3 -|- 25x 8 — 33x — f— 35 = 0 
bie SBurjel 7 unb nach obigem Schema erhält man : 

3 ® 33 

7 , „= — 28 

25 21 


-25 


— 10 


-10 


-—10 


: — 1 


woraus heroorgeht, baß in ber Ih at bie ^'fäienquotienten 
3ahlen finb unb ber önbquoticnt — 1 beißt. 

2) 35a — 3 eine SBurjel ber ©leichung 

x B -f- 3x 6 — 2x — 6 = 0 

ift, fo hat man: 


— 6 
— 3 


— 2 


— 3 
— 3 


+ 0 


— 3 
— 3 


+ 0 

+ 0 


ganje . 


§. 102. drfläruttg. 

3e nachbem jwei unmittelbar auf einanber folgenbe ©lieber 
einer ©leichung einerlei ober entgegengefejjte 3^™ haben, 
fagt man, e$ finbe jmifchen beiben eine 3fich*nfol0 e ober 
ein ftott. 

©o hat j. 18. bie ©leichung 

x 6 — 8x 6 + 3x 4 + 5x 3 — 7x 8 — 4x + 3 = 0 
2 Zeichenfolgen unb 4 3 e,t hemoechfel. 
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fünfter Ät'fcfinitt. 


§. 103 . eefjrfaft. 

gilben f ä m m 1 1 1 d) e 2B u r g e l n einer @ l e i dj u n g 
einerlei 3fict)en, fo i fl biefelbc eine oollflänbige 
unb, I> a t entweb er lauter 3ctc^enfolgen ober lauter 
3eidjen«edjfel, je nacfjbein bie 2Bitr 5 el n negati» ober 
pofitio finb. 

93 en> ei ®. 

©inb fämmtlidje 2ßurgcln reell unb negati», fo «erben 
alle 33inomialfaftorcn, burdj beten Wultiplication bie ©feidjung 
refultirt (§. 95 ), poftti», alfo muffen and) bie ^artialprobuftc 
berfelben ober bie einjclnen ©lieber ber ©leidjung poftti» fein 
unb biefe «irb batum nur eine »otlftänbige mit lauter 3 f i<h ( n' 
folgen fein fönnen. 

©inb ferner w 1( w 2 , — w r , .... w n bie n reellen, pofi* 
tioen Sßurgeln, fo fjeijjt bie cntfpredjcnbc ©leidjung: 

(x — wj (x — yv 3 ) .... (x — w r ) .... (x — w„) = 0. 
9 tun ftnb aber bie 4 4?robnfte 

(X — Wj) (x — w 8 ) 

unb (x — Wj) (x — w 2 ) (x — w 8 ) 

begüglidj oon ber gönn 

x 2 — a x x 4- a 0 

unb x 3 — a 2 x 2 4- a t x — a 0 

unb obige ©eljauptung gilt fornit Ijinftdjtlid) ber pofitioen SBurgeln 

für ©leidjungen bed jmeiten unb britten ©rabeö. 

91 el)inen mir nun an, es fei obiger ©ajj auch für eint 

©leidjung bcS rten ©rabeö, beren SBurgeltt w x , w 8 w r 

ftnb, richtig, alfo 

(x — w x ) (x — w 2 ) .... (x — w r ) = x r — a r _!X r— 1 
-f- a r _ 2 x r - 2 — .... + OjX 4 a 0 = 0, 
fo erhält man hierauf bie ©leidjung bcö (r 4- l)ten ©rabcö, 
welker bie r 4- 1 pofttioen reellen SBurgeln w 1; w 3 , .... w r , w r+ i, 
entfpredjen, wenn man biefelbe mit beni Sinomialfaftor (x — w r+1 ) 
niultiplicirt. Wan erfennt aber fofort, bajj biefe neue ©leietjung 
eine »ollflänbige fein muf, ba alle ©oefficicnten gleichnamiger 
fßotenjen oon x einerlei 3eicfjen erhalten , unb ba biefe offenbar 
für ba$ erfte, britte, fünfte, — ©lieb pofitio, für baö gmeite, 
vierte, .... bagegen negatio «erben, fo Ijat audj bie ©leicfjung 
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®r«te0 lauter 3 f i4) f »wcci)fc(. ®i(t alfo 
= r, fo ift ct aud) für n = r + 1 richtig. 


be$ (r +- 1) ten 
obiger @a (5 für n 
9fun fyabeti wir aber gefefyen, baff er für n 
ift, fomit ift er aud) für n.= 3 +- 1 
n = 5 u. f. f. ober allgemein giltig. 


= 2 unb 3 giltig 
4, alfo aud) für 


O 

Ä 

*-» 

u 

£ 

s 

<3 

<33 

SS 

SS 

. 

. *= 

JO w ** 

® 5 

ä 

w o 

<33 «-* 
*-« 
o 

j S *> 
3 *«s ^ 
2 e >• 
^ »e- 

•JÜ. Z 

o .5 


£ «- 
o " 

o S 

05 SS 
**■* «-* 

•Q “~ 

£ e»J 

O ««> 

P ~ 


SS 

**“* «-> 
(£) f« 




SS 

SS 


S' 

o 

s 


ss 

© 

p 


SS 

ÖO 


<5 

SS 

o 


SS 

<3 

<33 


+ 

o* 

1 

S 

K 

c 

PQ 

+ : 

H • 

T +l 

S | 

X S 
X 


! 


pq 


pq 

+1 

i 


i * 

i « 
n+ 

PQ • 


3 I 

fa *» 

JO £ 

SS JO 
SS 


I 1 

f T 
£ % 
X *1 

7» 


i 

s 

X 

p 5 


o 

P 


= f I 

-S ’S • *, 

OP- c >- 
o o 

»- ?£ »s 

o C . ? 

JO — 

ss rs 
J?nQ £ 

•»£ » 
2 <S g 

5 §| 

c*. jö .t: 

b s £ 

w S* /-v 
C 0 X 

•£ Öa 


© s 


© 


X 

V-* 

«4-1 
*r- <33 


««> 


SS 

SS 

<3 

CS 

o 

'S 


+ 


i « 

r +i 

~X X 

7 1 

= i a 

KfflÖ 


+ 


<33 


++i 


o 

Ö) 


Ph 


er 

s 1 E 
X e 2 

C* SS 

PQ £ -s 

O O 

oT z&- 

c S- 
<33 _ 

SS *tr 
SS O Ä 

p _ 
o SS 

<C2- <3 

*■- s ss 
** c c 
u> •£■ t: 

JO *0 

Ä «3 — 
c> — 
a *© P- 

Ui 
« ® ® 
II 


fe 
S 
m 
! + 

H X 

a £ 
m T 
+l k 
m 

4- 

+ ; 1 + 
t t 

I I 
s a 

X X 

w ^ 
+ I 
m 

+l 

, f 
t t 

I t 

X X 


ca 


+1 +1 

+ + 

T T 
a a 
x x 

9 * 


M PQ ■ . 

+ +1 
C „ _ 

«n c 
c 

i .£ 

+ +1 ^ 

+ 1+1 § 

• • O 

: ; «• 

+1 +|<^ 

c 

*r* 

t + - 


= ff 

•o I a 
X x 

S c ie •• 
W T P 

£_+ l 2 

1 £2 o 
-J- : +' ä ° 

S : T « 
5 I +« 

Ä i-4 ix ■ ■ 

•S t 4 E 

— I I o 
^ e e 4 — 

<3 K X _ 
CQ o. £ <3 

£ I i « 
"■S : P3 £ 


l 

a pT 

X u 


& is S 

X If 

CQ CQ ts 

++! 

»vT ^ ^ 

CQ PQ 3 

'wX > <3 


+l+l i 


■+ 


+1 


» + 
£ e 

£ K 


JO 

SS 


+1 


SS 

jO 

o 

B 


Digitized by Google 


222 


fünfter 9lb[<f)nitt. 


SSergleidjt inan biefed ^J3robuft mit bem urfprünglidjen 
fßolpnom F(x), fo erjte^t man fofort, baß febem 3 f <ö)fnn)fci)ffl 
im ^ofnnom F(x) int ^robufte ein ©lieb entfpriebt, ba« ein 
ganj befiimmte« 3 c >tb c >t bot. 9iun ^aben aber ba« erfte unb 
leßte ©lieb befiimmtc 3f<d;en, inbem ftet« ba« erfte poftti» ift, 
ba« lebte bagegen ba« entgegengefeßte 3fid)en be« lebten ©liebe« 
ber oorgelegten ©leiebung bat. SBentt fomit in ber gunftion 
F(x) etwa u 3f •d)cim>cct)fel »orfommen, fo l)at ba« Ijirobuft 
(x — w) F(x) jebenfatl« (u -f- 2) ©lieber mit ganj beftinnnten 
3ricbni, welche regelmäßig wecbfeln. 

3)a nun aber bei regelmäßig wecbfelnben 3cid?en 
jwei, brei, oier, ... n 

auf einaitber folgenbe ©lieber bejüglid) 

einen, jwei, brei, . . . n — 1 

3eid)enmecbfel bebingen, fo muffen jebeitfall« in bem Iflrobufte 
(x — w) F(x) wenig fiett« (u + 1) 3 c * c ^ cnwc d)f c l Auftreten, 
wenn F(x) bereit u enthält. Söir fdjließen l)ierau«, baß F(x) 
butd) Sliultiplifation mit (x — w) wenigften« einen 3ficben* 
wecbjel gewonnen l)at. 

Sfebmen wir nun an, c« feien — w t , — w 2 , — w 3 , .... 

— w, bie p negativen, a u a 2 , a 3 , « q bic q imaginären 

unb W„ W s , W s , .... W r bie r pofttioen SBurjeln ber ©leiebung 

f(x) = 0 

unb feßen 

(x -f- Wj) (x -f- w s ) ... (x + w p ) (x — k x ) (x — « 2 )...(x— a q )= F(x). 

fo ift 

f(x) = (x — Wj) (x — W 2 ) (x — W 3 ) .. . (x — W r ) F (x) 

'Jiad) Dbtgem wirb aber burd) bie fDiultiplifation eine« jebeit 

ber ©inomialfaftoren (x — W x ), (x — W 2 ) mit F(x) 

minbeftenö eilt 3cid)nni'rd)iel für biefeö fßolpnom gewonnen unb 
e« bat fomit f(x) wenigften« r 3cid)cnwrd)fel meßr al« F(x). 
hieran« gebt l)crvor , baß in jeber ©leidjung wenigften« fo 
viel 3cicbmwed)jel »orfonnnen, al« fte pofitive Sßurjeln f)at, 
unb umgefebrt, baß eine ©leiebung nicht mebr pofttioe SBurjeln 
bat, al« 3e»rf)cim>cd)fcl in ibr oorfommen. 

3 u f ä b f- 

1) güßrt man — x fiatt x in bie ©leiebung 
f(x) = 0 


5.' oii bcn fföficrett (Sleidjwigeit. 
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ein, fo änbern fäminllidje SBurgtln iffre 3cict)cit unb cö fann 
barum bic ©leidjung f(x) = 0 nid)t uicljr negative SBurgcln 
fjaben, alö bie ®leid)ung f( — x) = 0 3pict)cnTOed)fct enthält. 
Sßcnn nun aber fein ©lieb brr ®(fid)ung fctjlt, bicfelbc alfo 
»ollftänbig ift, fo cntfprid)t jebem 3 c id)cnn>ed)fel in f(x) eine 
3nd)cnfolge in f( — x) unb umgefeljrt. s ü3ir fönnen foniit be» 
Raupten : 

3cbe v o ( ( fi an b t g e @ f e i d) u n g f> a t nid)t meljr pofi» 
tive Sßurjcln, aU 3? id)enwed)fe 1 unb nidjt mefyr 
negatioe SButjcln, alö 3cic^enfo(gen in i t> r »or> 
f o m m e n. 

Snmcrtung. ©iefer gab toirb ber Gavtcfifdje, ober auch naefj 
bem engtifeben üJt'atfjematifer Ilarriot (1500—1021), ber .§ar rio t’f die 
©ab genannt. 

2) Da bie 2lnjaf)i aller 3 f • d? cim> cd? fc I unb aller 3cid)en* 
folgen einer oollftänbigen ©leicfiung jufammen bem l)öd)flcn 
(Srponenten ber Unbefanntcn glcid) ift, fo folgt roeitcr ber ®a(j: 
(Sine »ollftänbige ®leid)ung, mcldjc nur reelle SBurjeln 
befifct, l)at genau fo viele pofitioe Sßurjeln, als 
3« icf)enn>edjfc( unb fo viele negatioe, aU 3ci$tn* 
folgen in if)r enthalten finb. 

3) §d)lt ein @licb einer ®lcicf)itng jtvifd>cn groti ©liebem 
mit einerlei Sfidjcn, fo bat biefelbe {ebenfalls imaginäre 
SBurjeln; beim fe nad)bem man baS fel)lenbe ©lieb pofttiv, ober 
negatio annimmt, entftcljcn jioci 3cid)fnmed)fel, ober jtoei 3dcf)en< 
folgen, fo bafj alfo, wenn alle Sßurjeln reell mären, jmei 
berfdben juglcid) pofttiv unb negativ fein müßten. 

4) 3el)lt ein ©lieb j>t)ifd)en $mei ©liebem mit entgegen» 
gefegtem 3cid)cn, fo fönnen alle SBurjdn ber ©leidjung reell 
fein, mic ftd) foldjeö leicht erfennen läßt, wenn man baS fd)lente 
©lieb ein mal pofttiv, bann negativ nimmt. 

§. 105. ©rettjen Dev vecüctt Söuvjeltt. 

1) 33eftimmt man jnm gaitjc 3flf)lcn, meldje fämmtlidje 
SBuqeln einer ©leid)ung möglid)ft enge jivifdjen ftd) faffen, fo 
nennt man beibc bie ©renjen ber Sßurjcln ber entfpredjcnben 
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fünfter äfcfdmitt. 


Olcidjung unb inöbcfonbere bie 3al)l, njclcfjc größer ift al3 
bie größte pofttive SBurjel, bif ©rtnje bet pofitiven unb 
biejenige, welche größer ift de ber größte Slbfolutwerth bet ne* 
gativen Sßurjeln, bie ©renje ber negativen SBurjein. 

2) ©renjen bet pofitiven SBurjeln fönnen auf verriebene 
Sitten gewonnen werben. 2öir befthrünfen un« auf nachftehenbe 
9Jletf)oben : 

a) Slehmen wir an, eö fei A r x n - r ba$ erfic negative ©lieb, 
alfo A r ber erfle negative (Soefftcient ber ©leicftung 
f(x) = x n + A^“- 1 4- A 2 x n—2 + . . . + A n _, x + A„ = 0 
unb A k btt abfoiut größte btt negativen ©oeffteienten, fo wirb 
offenbar f(x) pofttiv, wenn 

x n 4- AjX n_1 4- ... 4- A r _ix n-r_1 4- • • • — Ak (x n-r 
4- x n— r— 1 4- • • • + 1) 
pofttiv ausfällt. 3)ie8 ifi aber ber gall, wenn 


ober 


_ Al ^ + A« 

X 1 X — 1 


pofttiv wirb. 

gür x > 1 ift biefe Sebingung erfüllt, wenn 
. x n - r +> 
x > A - ^-1 
X r_1 (x — 1) > A k 
(x - 1)'~< (x - 1) > A k 
(x — 1 y > A k 

x > 1 + j^Ak. 


ober 

ober 

ober 

alfo 


Beifpiel. 

Um nad> tiefer Sftetpobe bie ©renje ber pofitiven SBuqeln 
ber ©leicpung 

x 4 4- 4x 3 — 21 lx* — 130x 4- 8410 = 0 
ju ermitteln, Ijat man ju feßen: 

n = 4, n — r = 2, r — 2, A k = 211 
unb finbet at« ©renjtüertl): 

1 4- T A k = 1 4- Y~211 — 1 4- 14 = 15. 
b) ©ine in ber Siegel bie ©rtitje viel genauer liefernde 
fDietftobe erhält man burefj folgeitbe Betrachtung : 
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(subßituirt man in obiger ®(eid)ung 

X = y + a, 

fo gel)t biefelbe über in: 

%) = y" 4- f n -i(a) y"“ 1 + fn-afa) y n ~ 2 + . . . 4- f*(a) y J 
+ f t ( a ) y + f(a) = 0 , 

mo man naefy §. 86. 5. (5) $u fe&en fjat: 
f(a) — a" + A 1 a"- 1 + A s a- 2 + . . . + A, 

f i(») = (i] a " _1 + ( U i 1 ] A i a ° _ * + (" i 2 |A*a n - Ä + ... + A„_, 

f s (a) = + (““^a"-* + j n 2 2 )A i a-' + ...+ A n _ s 

f„_,(a) = + A, = na + A v 

SBefiimmt man nun burd) 93erfud)e für a bie fleinfle ganje 
3abi, für »veldje bie fammtlidjen ©oeffteienten f n _j(a), f„_ 2 (a), 
. . . fifa), f(a) gleichzeitig pojttiv auefaüen, fo liefert biefelbe 
bie ge»oünfd)te ®renjc ber pofitiven SBurgeiit. 3)cnn ba für 
biefen SBertl) oon a bie @leid)ttng f(y) = 0 nur vofitive ©lieber 
erhalt, alfo nad) §. 104. 3«f- 1» bie SBurgeln berfelben negativ 
ftnb, fo folgt au« 

x = y -f- a 
ober y =* x — a 

bajj jener SBertl) »on a jebenfallö größer ald jebe ber fflur^eln 
oon f(x) = 0, fomit eine ®renje ber pofitiven SBurjeln fein 
wirb. 


Seif p iet. 

2Benbet »nan biefeS Verfahren auf ba« vorige Seifpicl an, unb 
entwidelt junädjft 

f(a) = a 4 4- 4a® — 211a 2 — 130a + 8410 

fj(al = 4a 3 4- 12a 2 — 422a — 130 

f Ä (a) = 6a 2 -f- 12a — 211 

f*(a) = 4a 4- 4 

f 4 (a)= 1 

unb beftimmt nun ben fleinjlen SEßerth, »eldjer für a gefegt, f(a), 
f L (a), f ? (a), . . . gleichzeitig pejitiv macht, fo finbet man, roenn man 
ber 9teil;e nach a = 1, 2, 3, ... verfugt, baß ber gorberung 
burd) a = 10 enlfpred)en n?irb. 6« ift fomit 10 eine engere 
©ren$e al« bie vorhin gefunbene. 

Äpilj, .lCIgcinnm eiritlmulif. II. 4. Wufl 
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fünfter Jibfdmitt. 


c) 3n fielen gälten füfjrt audj folgenbe ^Befrachtung ju ge* 
nauen ©renjwertl)en : 

Vermöge ber ibentifc^en ©leidptttg 

X n = (x 1) (x n— 1 + X n ~ 2 + ••• 4" X 2 + X+l)+l 

fann man jebed pofitive ©lieb Pxp ber ©leidptitg f(x) == 0 burd) 
P(x — 1) (xp 1 + x p— 2 -{-••• + x2 + x + l)-|-P 
= P(x — 1) xP -1 + P(X — 1) xP -2 -j- ... 

4- P(x — 1) X 2 4- P(x — 1) X 4- P(x — 1) X° 4- P 

b. i). burd) eilte SHeilje von ©liebem erfefcen, welche fämmtlidje 
s 4$otenjen von x, bereu (Srponentcn flciner ald p ftnb, enthalten. 

3ft nun — Nx m ein negativrd ©lieb ber ©leidfung unb 
bezeichnen P x xPt , P 2 xps , . . . bie iljtn vorl)ergel)cnben pofttiv en 
©lieber, fo finb bie ©rponenten p M p 2 , p 3 , . . . fämmtlid) größer 
alö m unb wenn man jebed biefer pofttiven ©lieber burd) bie 
entfprecfyenbe lRcit)e erfejjt, fo enthält bie für PjX 1 '' gefegte 9Jeil)e 
bad ©lieb P x (x — 1) x m , bie für P 2 xp» eingefüfyrte 9leil)e bad 
©lieb P 2 (x — 1) x m u. f. n>. 

Drbnet man baljcr nach beti IfSotettjen ber negativen ©lieber, 
fo erhält man ald (Soefftcient von x"’: 

P,(x -1)4- P 2 (x - 1) 4- P 3 (x - 1) + ... - N 
ober 

(x — 1) (P t 4~ Pg -+- P 3 + • • •) — N 
wad wir furjtjin audbrüden burd): 

(-x — 1) ^t’P - N. 

Daß ganze ©leichutigdpolpnom befielt aldbann aud einer 
Dieibe von pofttiven ©liebem unb einer 2lnjal)l ©lieber von ber 
gorm 

[(x — 1) 2P — . N] x" 1 

unb wirb fomit pofttiv fein, wenn man x fo beftimint, bafi für 
jebcd ©lieb ber jweiten 2lrt ber Sludbrucf (x — 1) „SP — N 
pofttiv audfällt. 2)ied ift aber ber gaU für 

x ^ jsp 1 

unb wir erhalten fomit ben Safe: 

an bivibirc iebcit negativen Goefficientenburd) 
bie Summe aller vot^ergetyenben pofitivett Gocffi* 
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cienten, fo liefert ber größte ber erhaltenen Duo* 
tienten um bie Gsinljeit vergrößert bic ©renje ber 
bofitiven SBurjcln. 

Söeifpiel, 


3fi bie ©renje ber bofitiven SBurjeln ber ©leidjung 
x e — 8x ft + 3x 4 + 7x s + 4x 8 — 16x + 2 = 0 
nach »orfteljenber ÜJfet^obc ju beftimmen, fo bilbet man alfo 


unb fdjliefjt hieraus, baß 9 bie »erlangte ©renje ift. 

3) Um bie ©renje ber negativen SBurjcln ju erhalten, 
feßc inan x = — y in bic ©leidjung f(x) = 0 unb fuc^e 
alSbann für bic refultirenbe ©(eidjung in y bie ©renje ber bo* 
fitiven SBurjeln, fo liefert biefe jttgleich ben Slbfolutivertlj ber 
©renje ber negativen SBurjeln ber urfprüitglidjen ©leichung f(x) 
= 0, ba beibe ©leidjungen biefelben SBertlje mit entgcgengefejjten 
3cidjcn ju SBurjelit haben. 


SB e i f b i e l. 

3 ft x 4 + 4x 3 — 21 lx 8 — 130x + 8410 = 0 

bie gegebene ©leidjung unb man fc(jt hierin — y ftatt x, fo geht 
biefelbe über in 

y 4 — 4y 8 — 21 ly 8 + 130y + 8410 = 0. 

®afür finbet man nach ber in b) ntitgetljeilten SKetljobe als ©renje 
ber bofttioen HBurjeln 15 unb eS ift fomit — 15 bie ©renje ber 
negatioen SJBurjeln ber gegebenen ©leichung. 


§. 106. sOd» bcu gleichen SBurjcln. 

Sejeidjnen »vir «lieber bitreh w t , w 2 , w„, . . . w n bie n 
SBurjeln ber ©leichung 

f(x) = X" + AjX" - 1 + A 2 X n ~ 2 + • • • + A„_)X + A„ = 0 

fo ift nach §. 95: 

x" -f- A^"- 1 + . . . + A„_,x -f An = (x — w x ) (x — w 2 ) 
. . . (x — w„). 

Sehen mir tjieritt x 4- d ftatt x, ivo d irgenb eine 3«hi 
bebeutet, fo geljt bie linfe Seite ber vorfteljenbcn ©leichung nach 
§. 86. (6) über in: 

f(x) 4- d fj(x) 4- d 8 f 2 (x) 4- ... 4- d n— 1 f„_l(x) 4- d" 

- 15* 
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güitfter Äbfdmitt. 


wo ^(x), f 2 (x), . . . f„(x) bic in §. 86. (5) angeführte 93e* 
beutung haben, unb bie rechte Seite in : 

(x — w, 4: d) (x - — w g + d) ... (x — \v u -|- d) 

= (x — w x ) (x — w 2 ) (x — w s ) ... (x — w n ) 

4- d [(x — w s ) (x — w 8 ) . . . (x — w n — i) (x — w„) 

+ (x — wj (x — w 8 ) . . . (x — w.) 4 . . . 

4- (x — wj (x — w g ) ... (x — w n _,)j 

4- d 2 [(x — w 8 ) (x — \v 4 ) . . . (x — w„_i) (x — 'VV„) 

+ (x — w g ) (x — w 4 ) . . . (x — w„) 4- . . . 

4- (x — w l) ( x — w») • • • (x — w„_,)] 

4- 


4 d"- 1 [(x — Wj) 4- (X — w g ) 4- 4- (x — w„)] 

+ d" 

f(x) 


= f(x) 4 - d 
4- d 2 


m + f (x ) 


f(x) 


+ 


+ • • • + 
f(x) 


W„ 


[(X — Wj) (x — w g ) (x — wj (x — w 8 ) 
f(x) 


+ .... 4- 


(x — w„_i) (x — w„) 


+ 


4- tf"-' 


4- d". 


f(x) 


L(X — Wg) (X — w 8 ) . . . (x — w„) 

+ ' 5 X) : + 

(X — W x ) (x — w 8 ) . . . (x — w„) 


•] 


@e|)t man nun bie für beibe Seiten gewonnenen 9iefu(tate 
einaitber gleid), läßt beiberfeitö f(x) außer 2ld)t unb bioibirt baö 
ganje ©(eichungdyolynom burd; d, fo folgt: 


f i(x) 4 - df s (x) 4 - d*f 8 (x) + . . . 4 - d " — 1 = 


— f(x) - + . . . + 

X W* X Wn 


+ d 


f(x) 


+ 


f(x) 


f(x) 


(x — W,) (x — w 3 ) (x — w,) |(x — W 8 ) 
f(x) 


4- . . . -| 

(x — W n „i) (x — w„) 


4- ... 4- d—». 
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m 


2)iefe ®leid)ung mufi aber für ieben Sßcrtf) »oit 6 befielen, 
alfo aud) für <f — 0. 2>urcf) (Sinfülfrung biefeö fpccicllcn 
Sßertfyeö »on <? ergibt ftd; aber: 

f(x) f(x) L ± f(x) 

X — w« 


*i(x) 


w » 

f(x) 


+ 


+ 


W n -l 


9ie()men »vir nun an bie ©leietjung enthalte »iclfacfje 
SBurjcIn, cö feien alfo niedre bcrfclbcit gruppenmeife einanber 
gleich unb 3 . 93. 

w x = w 2 = w 3 = . . . = w m = a 


»’m-j-l — ^m+i — " r in +3 — • • • "’p 1 — ß 

Wp+j = Wp+2 = Wp+j, = . . . = W q = y, 

bagegen feien »on \v q+1 bi6 w„ alle ffiurjein »on einanber »er* 
fdjiebeit, fo ift bie 8lnjat)( berer, metcljen biefe (Sigenfdjaft jufonunt, 
= n — q unb eö wirb beninad) 

f(x) = (x — a) m (x — ß) p- ,n (x — (x — w q+ i) 


f t (x) 


(x — w q+2 ) 
f(x) 


(x — w„) 


(fx) 


m + (P - m) + <q - P) 

+ — + . . . + -ÖL-. 

X — w q _-p+i X — w„ 


f(x) 

X — Y 


Durcl) 93 ergleid)ung ber beiben ^olpnomien f(x) unb f,(x) 
erfennen mir fogleid), bafi beibc nur bafl IJJrobuft 

(x — a ) m ~ 1 (x — ß)e — m — 1 (x — ■ yj'i-p- 1 

3 um geinemfdjaftlidfcn gaftor fyaben. 2 >a biefer aber aud) er* 
fairen mirb, rnenit man ju f(x) unb f x (x) baö größte gemein* 
fd)aftlicf)e s Dfafj auffudjt (£1)1. I. §. 49), fo gelangen mir 31 t 
folgenbein Scfjluffe: 

Um 311 unterfud)en, ob eine ®leicf)ung gleiche ober »ielfacfjc 
ffiurjeln l)abe, bejtinime man ju bein gegebenen ©leid)ungö* 
polpnoin unb ber erften abgeleiteten gunction beffelben baö größte 
gemeinfetjaftlicfjc SDJafj unb getlege biefeö.iit feine einfachen gaftoren.. 
3 fl alöbamt 3. 33 . 

(X — Wj) (X — W s y (X — Wj)* 

ieneö ÜJiajj, fo fjat bie »orgelegte ®leicf)ung smeimal bie 2ßur3el 4 
w i/ ( r + 1) mal bie 233 ur 3 el w, unb (s -f- 1) mal bie SBu^el w 8 . 


Digitized by Google 



230 


fünfter 'Abfeßnitt. 


Slnmertung. $ie DRicfitigtcit bed eben mitgetbeilten Saße§ lägt 
ficb and) auf fotgenbe Art nadjmeifen: 

Siltb Wj, w a , w 3 , ... Wn 

bie n Sßurjetn ber ®leid)uitg 

f(x) = (x — w,) (x — w 3 ) (x — w 3 ) . . . (x — w n ) = 0 ... (1) 
mtb man beuidntet bie Summe ber Kombinationen ffimmtlidjer SBurjetn 
ebne äßiebev§otung 3«r erften, jtoeiten, britten , . . . ntett Stoffe bejiigüd) 
butd) A, B, C, . . . N, fo ift nacb §. 95. ßuf. 4 bie ®leid)ung (1) and; 
andgebrildt butd; 

f(x) = x" — Ax"— i -f- Bx"‘— 2 — . . . + N = 0 . • . (2). 

Kntroidelt man nun bie 'probuftenfuntme 

(X — Wj) (x — w 3 ) (x — w 4 ) . . . (x — Wn) 

+ (X — w,) (X — Wg) (X — W 4 ) ... (X — Wn) 

+ (x — wj (x — w s ) (x — w 4 ) . . . (x — Wn) >...(3) 

+ 

+ (x — w.) (x — w 2 ) fx — Wg) . . . (x — Wn-l). 

fo erhält man einen Äusbrud ooit bet Jovnt 

nx"— 1 + Äx"~ 2 + fix"-» 4- (Exn-4 + (4). 

• Sie Koefßcieutcit A, ß, . . . itt ergeben fid) and folgcnber 43etrad)tuitg: 
®a in bcin erften '.probutte (x — w,), im jmeiten (x — wj u. f. f. 
fehlt, fo ift 

A = — (nA — A) = — (n — 1).A. 

S3ei ber Öitbung beb Koefficieuten ß crjieljt man, baß jebe Kont= 
plcyiou ber Kombination fäntmtlicber äßurjetu jitr ^weiten Stoffe otjue 
Sffiicberbolung nur (n — 2) mal »orfonnnt, iitbcm 3. 33. w, w ? bei ber 
Sntroidetuug beb erften unb smeiten , w a w., bei ber beb smeiten unb 
britten 'probufteö jc. nidit erfetieint, baß älfo" jtt fegen ift: 
ß = (n - 2) B. 

analog tommt bei ber 33ilbmtg be§ Koefficieuteu ® jebe Komplexen 
aller Kombinationen ber n äöurjctn jur britten Stoffe ebne SSieberljolung 
nur (n — 3) mal Bor, iubem 3. 43. w, w, w 3 bei ber Kutmidclung 
beS erften , 3ioeitcn unb britten probufted md)t auftritt u. f. ro. 23a 
ferner € jebcnfalld itegati» roirb, fo bat man 
(£=,_(«_ 3) C. 

Sleljitltd) ergeben fidi bie übrigen Koefficientcn itnb nad) bera tlar 
ßeroortreteubeu ©ilbungdgefeße berjelbcti tarnt man fomit ftatt ber $ro= 
buttenfmmne (3) nad) (4) and; feßreiben: 

nx"-i — (n — 1) Ax"— 2 + (n — 2) Bx"- 2 — (11 — 3) Cx"-» + . . . (5). 

3u (5) ertenneu mir aber fofort bie erftc abgeleitete gunltiou fj(x) 
bed (Ikeiduuigdpotpnomd f(x) ber ®leid)ung (2). 

Diebmen mir nun au, ed fei 

w, — w„ = w. = . . . = wm = « 
alfo « eine m fadie SESitrjcl ber ®leidmng (1), fo gebt and ber SDergteidmng 
bed ®lei<ßungdpoU)nomd berfelbeu mit (3) unmittelbar beruot, baß ald* 
bann (x — k) 1 "- 1 ein gemeiiiftßaftlicßer jCfjeiler uort f(x) unb fj(x) 
fein muß. 

SBeifpiet. 

Um ju unterfudjen, ob bie ©leidjung 
f(x) = x 7 — 6x 6 + 5x 5 + 26x 4 — 55x 3 — 2x s -f- 39x — 18 = 0 
gleidje 333urgeln ^at, Silbe man 

, fi(x) = 7x 8 — 36x s + 25x 4 •+- 104x 3 — 165x* — 4x + 39 
unb beftimme nun ju f(x) unb fj(x) bad größte gemeinfcbaftlid)e 
üWaß. SDian finbet bafür 


Digitized by Google 


f 


äJon tcn hofieren Oileidjun^en. 231 

x 3 — 5x s -f- 7x — 3 — (x — l) 2 (x — 3) 
unb tie ©leidjung bat feniit breimal bie Sßurgel 1 unb jmeimal 
bie SBurjel 3. 5Da bie beiben anberen ffiurjeln — 1 unb — 2 
finb, fo ift nadj §. 95 ba8 ©leidjungSpolpnom 

f(x) = (x + 1) (x + 2) (x — l) 3 (x - 3) 2 . 

§. 107. ^laifgttbett pr Hebung. 

2)ic in nadjfteljenben ©leidjungen enthaltenen viclfadjcn 
ffiurjcln ju beftiinmen: 

1) x 8 — 6x 2 + 32 = 0; 

2) X 4 + 3x 3 — 3x 2 — 7x 4- 6 = 0; 

3) x‘ — 24x 3 + 210x 2 — 784x + 1029 = 0; 

4) x 4 — l4x s -f- 69x 2 — 140x -f- 100 = 0; 

5) x 4 — 16x 8 + 88x 2 — 192x + 144 = 0; 

6) x r ’ — 4x 4 -f- x 3 -f- 10x 2 — 4x — 8 = 0. 


§. 108. fRcctpnifc ©lei^uitgcn. 


1) Unter einer reciprofcn ©leidjung »erficht inan jebe 
©leidjung von bet Sonn: 

x” + AjX" -1 + A 2 x n ~ 2 + .... + A s x 2 iAjX + 1 = 0 (1) 

3e jivei gleidjtveit von ben äufjerften ©liebem entfernte Soef* 
fteienten fittb alfo bem Slbfolutwcrtlje nadj einanber gleidj; bie 
3eidjen berfelben fönnen übercinftimmen ober entgegengefe&t fein, 
fabelt fämmtlidje gleichnamige doeffidenten cntgcgengcfcjjte 
3eidjen unb ift bie ©leidjung von gerabcm@rabe, fo mufi natürlich 
baö SJtittelglicb fehlen, inbem biefeS fonfi gleichzeitig poftti» unb 
negativ fein müfite. 

2) 3 ft w eine SBurjel einer reciprofcn ©leicfjung, 

fo ijl auch ^ eine SBurjel berfelben. 

35cnn fiifjrt man in bie ©leidjung (1) ftatt x ben SBcrtlj 
w ein, fo gefjt biefelbc über in: 

w" -f- AjW" - 1 + AjW"- 2 + . .. + A 2 w 2 + AjW + 1 = 0 (2) 


unb tvenn man — ftatt x in baä ©leidjungöpolpnom ber ©1. (1) 
fubflituirt, fo vertvanbelt ftcfj baffelbe in: 



W 0 1 


4 - _A*_ 4 . 4 - 

+ w o-2 + ± 


w 2 



+ 1 
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gilufter 9l6fd)iütt. 


ober in 

-^(1 4 AjW 4- A 2 w ä + . ... + A 2 w n_2 4 Aj w n_1 4 w"). 

9iun ift ober ber innerhalb ber klammern biefcö 2 Bertl)c 6 ftchenbe 
Sluöbruif nad) ( 2 ) 9?ull, folg(id) wirb ba$ ^3ott>nom ber @ 1 . ( 1 ) 

für x = ^ in 9?uD übergeführt unb c3 ift foniit aud) ^ • eine 

SBurjcl biefer ©leidjung. 

3) 3ebe reciprofc ©leidjung oon ungcrabcm ©rabc 
hat bie SBurjd 4 1 ober — 1, je nadjbcm bic g(cid)* 
namigen Socfficieitten entgegen gefegte ober einerlei 
3 eicf)en l)aben. 

®enn führt man bezüglich 4 - 1 ober — 1 ftatt x in bic 
cntfprechcnbe ©leidjung ein, fo werben alle ©lieber, welche bic 
Unbefanntc in gcraber Iffotenj enthalten, pofltio, alle anberen 
bagegen negatio unb bie algebraifdjc Summe fämmtlidjer ©lieber 
ift foniit 9iull. 

4) lDa$ ®(eid)ung3polpnom einer reciprofen ©leidjung »on 
ungcrabcm ©rabc ift baljcr burch x — 1 ober x 4 - 1 teilbar, 
je nadjbem bic gleichnamigen Soeffiricntcn entgegengcfchtc ober 
einerlei 3 cid)en haben. 2 >a burd) biefe 2 >ipifton immer eine 
©leidjung »oin gerabem ©rabe erhalten wirb, fo werben fidj 
unfere Untcrfuchungen in ber golge auch nur «uf foldjc ©leichungen 
ober auf ©leichungen oon ber gornt 

x 2 " + Aj x 2n_1 4 - A 2 x 2n—2 4- • • • + A 2 x 2 -|- A t x 4- 1 =0 ... (3) 
erftreden*). 


*) 2Bir lümten itam(tcf) als allgemeine gorm eilte @(eid)ung mähten, 
bei metdjer alle gteidjnamigen ßocffkieitten einerlei Seidjm babeu, ba fid; 
im anberen gälte bie @teid)ung ftctö auf bie ermähnte gornt juriidfübren 
läßt- 2>eun ift g. $3. 

x-° 4 A,x2n— 1 4 AjX^"— * 4 4 An— ix“+1 — An— 1 X »-1 — .... 

— A. 2 x ä — A,x — 1 = 0 

bie gegebene ®lei<buitg, meldje nad) Obigem teilt 9Jiittclglieb bat, unb 
man fdireibt bafür 

(x2n -l)4A 1 x(x2n-2 - 1) 4A s X ä (xSa-t -1)4 ...4 An-1 X<>-1 (x a - 1) = 0 
fo ergebt man biewub fofort, baß ba§ ^oltjtiom burd) (x s — 1) tbeilbar iß, 
alfo fotoobl für x = 1 alb x = — 1 DJull wirb unb fomit 4 1 unb — 1 

jtoei SBurjeln ber oorgelegten ©teiebung ftnb. güßrt man bie angeführte 
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5) 2)iuibirt man bie ©(eidjung (3) burdj x n , fo folgt: 

(*’ + + A, (*- + jii) + A, («- + i) + ■ ■ • 

+-An— ä|x 2 + x2 |-f-A n _i|x + — | + A n = 0 ...(4) 
©ejjt man hierin 

x + x = y ( 5 ) 


fo wirb 

m — 1 


+ isnl l x 4- - 


+ iirjy = 

= xra + pr + x ' n ~ 2 4- -L 

rooraud ftdj allgemein ergibt: 


1 


1 \ 


xra + xm - [x— + ^Jy ~ (x— + ~ 2 j 

©ubftituirt man nun in biefe ©leidjung ber 9Jeilje nadj 
m = 2, 3, 4, .... n, fo refultirt: 


1 


x * + = x + - y —1 + 1 


x3 4- = x 2 + -Jy - x + 


2 y - y 


3 y 


x 4 4 - 4 = X« + 


X 2 + 


“ |y 3 — 3y|y — |y* — sj = y 4 — 4y 2 + 2 
u. f. w. 

2>urdj (Sinfüfjrung biefer SBertljc in bie ©[eidjung (4) gelangt 
man nun ju einer ©Icidjung ooin nten ©rabe in y unb au8 
ben ffiertljen bon y ergeben fiel) bann leicht mittelfi ©leidjung 
(5) bie entfpredjenben non x. 


35i»iftort au§, fo gelangt man ju einer ©leitfiung Don ber in obiger ®nt= 
roitfelung Boraudgefefjten gorm. 

@o führt ä- $3- bie (Meinung 

x" + A,*.’ + A a x 6 + A 3 x® — A,x 3 — A ä x J — A, x — 1 >=0 
burd; ®ioifton mit (x a — 1) auf bic Wleidmng: 

x* -f- A,x 6 -f- (A, + l)x‘ -f* (A a -f" A,)x 3 4- (A, + l)x 3 + A,x 4 - 1 — 0 


r' i . 
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Si'mfter Slbfrijiiitt. , 


2)iefcd $krfat)rm gibt und bentnacfj ein SJiittel au bic £anb, 
lebe reeiprofe ©leicfyung von einem geraben ®rabc auf eine an* 
bere jurüefjufübren, beren Drbnungderponent nur Ijaib fo grojj ift. 

9?acf> bein im erften Steile biefed Sef>rbuct>e0 über bie 2luf* 
löfung ber ®(eicf)ungen ÜJiitgetfyeilten unb unter 33erücfftcl)tigung 
bed oben in 3) 2lngefüf)rten, ftnb mir baljer im ©tanbe reciprofc 
©leietjungen bid jum 9 ten @rabc allgemein aufjulöfen. 


SSetfptele. 


1) @8 fei 


319 , , 453 , 319 

28 * + TT X " ~ 28 - 


x + 1 


bic gegebene ©leidjung. 

Schreibt man bafür 

x . . 1 _ »l?/ 

^ x* 28 

unb fept nun 


1 


I . x 1 , 453 
* + ; + » 


alfo 

fo erhält man: 

o 

y 

ober 


X + x = y 

x 2 + ~ = y 2 - 2 , 


„ 319 , 453 

2 y + = 0 

28 y ^ U 

2 319 425 

y ~-28 y + TI “ ° 


unb IjierauS für y bie beiben Sßertlje ~ unb — . 

17 

0e^t man junädjfi y = A , fo erhält man aufl 


* + - 


17 

4 


ober 


x* — x ~f~ 1 = 0 
4 


für x bie SBertlje 4 unb 


©ubftituirt man bagegen in biefelbe ©leidjung y == 


50 

T ' 


fo ttirb 


X+ i 


50 

7 
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ober 


50 


x + 1 


unb Ijiernad) x = 7 ober 

2)ic 4 SBurjetn ber »orgc(egten ©(eidjung finb fomit: 

4 I 7 1 
' 4' ' 7' 

2) 3P 

. , 37 . 383 „ 383 „ 37 

x +. T x I? x + Te" x “ ’s x “ 1 = 0 

bie gegebene ©(eidjung, fo entfpridjt berfelben nadj o6igem <2ape 3 
bie Ü3urje( -+- 1 unb wenn man be«fja(b mit (x — 1) bioibirt, 
fo (ommt: 


ober 


x o _u 1 + « 
^ x* ^ 8 


, 1) 293 

x h — — = ° 

x/ 16 


ober, toemt man 

f«M 


x + I = y , X 0 + I 2 = y*-2 


« _i 45 325 

j’ + T J - - l¥ - 0. 

5 65 

®ie beiben SBurjetn biefer ©(eidjung finb aber — unb unb 

2 o 

man er(jä(t fomit auö ben beiben ©(eidjungen 

, 1 5 1 65 

. + - _ j unb . + - - - - 

für x bejilglidj 2 unb * ober — 8 unb — 

®ie 5 SSurjeln ber gegebenen ©(eidjung finb baljer : 

1, 2, g' “ 8 ' ~ s- 


§. 109. Stuffla&m pt UeöuitQ. 

3Me 2Burje(n bet nacfjftefjenben reciprofen ©(eidjungen gu 
beftimmen : 


1) x 8 


37 , 37 

12 x + 12 1 - 1 “ °- 


19 

2) X 3 — JQ x 2 — ~ X + 1 


19 

1Ö 


0. 
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gihiftcv ÜU’ictinitt. 


3 ) x 1 — 

4 ) x 1 — 

5 ) x 5 — 

6) x> + 

7 ) x 6 — 

8 ) x 8 — 


x 3 4 - 

8 + 32 


135 3 , 

x 3 + 


139 , 

—zi — x 2 


14 

173 4 373 3 

30 + 30 

!? X 4_ 157 x , 

14 14 


135 
14 X 


4 - 1 = 

373 , , 173 
x 30 X 


0. 


30 


1 = 0 . 


157 2 , 79 . , 

14 X+ 14 X + 1 


9 x 5 + 27 x 4 — 38 x 3 + 27 x 2 — 9 x+ 1 
223 R , 691 * 1097 , 691 

24 X + 12“ X --I2- X + 12 

43 - ' 1 - 0 . 


38 x : 

43 _ 223 . , 691 . 

12 X 7 — — x« 4 - X 5 

223 iö 
24 X 12 X + 


0. 

> 0 . 

; 691 x3 


0. tranöformotion kr ©Icidjungen. 

§. 110. Slufgak. 

3 )ie © 1 e i cf) u n g 

f(x) = X» 4- A, X“-» + A a x"- S 4- .... 4- A„_,X + A n = 0 
in eine anberc 311 r>er»anbein, beren äBurjeln um a 
Heiner finb, alö bic ber gegebenen. 

21 u f f ö fung. 

Sejeidjnet man burd) y bie Unbefannte ber neuen ©ieidfung, 
. fo foll nad) ber Sebinguitg 

y «= x — a, 
nlfo x = a 4" y 

»erben unb bie fragliche ®(eid)ung »irb fomit erhalten, »enn 
man in §. 86 5 ) a flatt x unb y ftatt J fubfiituirt. 

»irb bemnarf) 

f(y)= l’(i‘)+yf',(a) 4- y % (3) + • • • 4- y n-1 f'n-i(a) 4- y"f' n (a) = 0. 
• 

* Seifpiel. 

Um bie ®lcid»ng 

f(x) = x 4 — 4x 3 — x 2 4- 16x — 12 = 0, 
beren SBurjeln 1, 2, 3 unb — 2 beiffen, in eine anbere f(y) = 0 
ju eerroaitbeln, beren Üßurjeln fiunmtlid) um 4 Heiner finb, bilbe 
man junädjft: 
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f(x) = x 4 — 4x 3 — x 2 + lGx . — 12 

fj(x) = 4x 3 — 1 2x 2 — 2x + 16 

f s (x) = 6x 2 — 12x — 1 

f 8 ( x ) = 4x - 4 

f 4 (x) = 1 

unb beftimnte Ijierau« 

f(4) = 36, fj(4) = 72, f*(4) = 47, f 3 (4) = 12, f 4 (4) = 1, 
fo folgt al« neue ©(eidjung: 

f(y) = y 4 + 12y 8 + 47y 2 + 72y + 36 =0. 

®ie Sßurjeln tiefer ©leidjung finb: — 3, — 2, — 1 unb 

— .6, alfo in ber jljat um 4 ((einer als bie ber oorgelcgten 
©(eidjung f(x) = 0. 

3ufafr. 

bebarf mofjl faum ber Srmäfjnung , baß bie eben ge* 
teerte üranöformationömetfjobe in ben meißen Sailen feljr weit* 
läufig iß. fKafdjcr fii(jvt ba$ von Burdan gelefjrte Skrfaljren 
jiun * 

Saßt man nämtidj bie tranöforinirtc ©leidjung ctma8 
näljer in6 2luge unb »ergleidjt ba« erßc ©lieb, fo »wie fämmtlidje 
(foefßcicntcn ber folgenben ©lieber mit bein 9ieße, meldjen mir 
in bem 3uf. be6 §. 93 nacf) ber Jporner’fcijen 'DmißonSmetljobe beö 
ifJoltjitomä f(x) burdj (x — a) erhalten fjabeti; fo erfennt man 
leidjt, baß baö erfte ©lieb f(a) nickte Slnbeved ift, ald ber 9ieß, 
welcher bleibt, wenn mir f(x) burd) (x — a) binibiren, unb 
baß man nur ben jebe$maligen Duotienteit mieberum burdj 
(x — a) ju bioibiren Ijat, um in ben Rieften ber fReilje ttadj 
bie auf eiitanber folgenben (Soefßcientcn ju erhalten. 

SBenbcn wir biefc« 33erfaljren auf obiges SBeifpiel an, fo er* 
galten wir: 

4 i. i. d 

— 4^ — 4-f* 4 = «T 0 + 4 — 4~ 4 + 4= 8 '“8 + 4 = 12 

— 1 4. 0—1 =— 1 4.4 — 1 = 15 4.8 + 15 = 41 

1« 4. — 1+16= 12 4. 15 + 12 = 72 « 

— 12 4.12 - 12= 36 

unb (jieruad) als tranSformirte ©leidjung : 

y* +- 12 y 3 + 47 y* + 72 y + 36 = 0, 

Wie oorljin 

§at baS erfte ©lieb x n einen von 1 oerfdjiebenen Goef* 
ficienten, fo bleibt baß SSerfaljren genau baffelbe. ~ 
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Um j. 50. bie ©leidjung 

4x 3 — 3x 2 — 4x 4- 3 = 0 

in eine anbere ju »erwanbeln, beren SBurjeln um 3 Heiner finb, 
Ijat man: 

3 3 3 3 

'w' ’W' N-/ 

4 4 4 4 4 

— 3 9 21 33 

— 4 23 86 

3 72 

unb bie trandformirte ©leidjung Ijeijjt femit: 

4y 3 + 33y 2 + 86y 4~ 72 = 0. 

®ie SIBurjeln biefer ©leidjung finb: — 4, — 2 l -, 2, wäljrenb 

3 

— 1, 1 bie bev urfpriinglidjen waren. 

§. 111. SlufgoOc. 

©ine ©leiefjung f(x) = 0 in eine anbere ju t>er* 
wanbeln, beren 33B u r ^ e I n um a größer finb, n ( ö bie 
ber gegebenen ©leiefjung. 

Slufföfung. 

SJerfafjrc genau wie in ber norljergefjenben Slufgabe, fe^e 
aber — a ftatt a. 

50 e i f p i e f . 

Soll bie ©teidjung 

x 3 — x 2 — 4x + 4 — 0 

in eine anbere nerwanbelt werben, beren Ußuqeln um 2 größer 
ftnb, fo Ijat man: 

— 2 — 2 — 2 

— 1 ' ’ — 3 ' — 5 ' ’ — 7 

— 4 2 12 

4 0 

unb bie tranSformirte ©feidjung Ijeijjt baljer: 

. y 3 — 7y 2 -f- I2y = 0. 

®ie SiBurjefn biefer ©leidjung finb: 0, 3, 4, wäljrenb bie ber oor- 
gelegten — 2, 1, 2 beißen. 

§. 112. Slitfgobcti juv Uctmiiff. 

1) 2)ie ©leiefjung 

x « _ 8.x 3 — 25x 2 4- 44x 4- GO == 0, 
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beren SBurjeln — 1, — 3, 2 unb 10 finb, in eine anbere ju 
vemanbein, beren äBurgeln a) um 1, ß) um 2, y) um 5, ä) 
um 7 fieiner audfalkn. 

2) 9D?an foll bie ©(eidjung 

x ß — 4x" + 2x 4 -(- 12x 3 — 23x s + lGx — 4 = 0 
in eine anbere vermanbeln, beren SBurjeln «) um 3, ß) um 4, 
y) um 6 fieiner ftnb. 

3) (Sine ©leidjung aufjuflellen, beren SBurgefit a) um 2, 
ß) um 4, y) um 6 größer ftnb, alö bie Ußtirjeln ber ©Icidiung 

x & _ 3x 4 — 5x* + 15x* + 4x — 12 = 0. 

4) $>ie ©leidjung 

4x‘ — 7x 3 — 13x 2 4- 2Hx — 12 = 0 
in eine anbere ju vermanbeln, beren SQurgeln a) um 4 fieiner, 
ß) um 5 größer ftnb. 

§. 113. «afgabe. 

Die ©(eidjung f(x) = 0 in eine anbere f(y) = 0 
ju verwanbeln, beren Süurjeln »mal fo groß finb 
als biejener ©leidjung. 


Sluflöfung. 


güfjren mir in bie ©leidjung 

f(x) = x 4- A^"-' + A 2 x"- 2 4- . . . 4- A n _,x 4- A„ = 0 

V 

^ flau x ein, fo gefjt biefelbe über in: 

r _i_ Ai r~l _i_ A *r ~ 9 . . A ->y . A _ 0 

ober in: 


y" 4 - A,ay n— 1 4- A 2 a s y n ~ 2 + . . . 4 - A„_ 1 a n - , y + A„a" = 0. 

Um bafjer bie verlangte ©leidjung ju erhalten, multiplicire 
man bie ©lieber ber gegebenen ©leidjung ber fWcifje nadj mit 
1, a, a 2 , ... a" -1 , a", 

wobei jfbodj bie feljlenben ©lieber mit in ©ctradjt ju jiefjen ftnb. 


S3etf piele. 

l) Um bie ©leidjung 

x 4 — 4x 3 — x 2 4" lGx — 12 = 0, 
beren SEBurjeln 1, 2, 3 unb — 2 finb, in eine anbere ju ver= 
loanbfln, beren SÖJurjeln 3 mal fo groß ftnb, fdjreibe matt 
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y 4 — 4 y s — y 2 -f- 16 y — 12 
1 3 9 27 81 

fo folgt: y 4 — 1 2y 3 — 9y 2 + 432y — 972 == 0 

als bie »erlangte ©leidjung, beten äöurjeln nun 3, 6, 9 unb — 6 
Ijeifjen. 

2) ©ott bie ©leidjung 

x 4 — 5x 2 -j-4 = o, 

beten ÜBurjeln 1,2, — 1, — 2 feigen, in eine anbete »ettoanbelt 
»erben, beten Sßutjeln 4 mal fo grojj finb, fo ^at man ju fdjreiben : 
y 4 - 5 y s -(- 4 

1 4 16 64 256 

Woraus folgt: y 4 — 80y 2 -f- 1024 = 0 

al« ©{eidjung, beten äßurjeln 4, 8, — 4 unb — 8 finb. 

§. 114. Stufgaben 5 m* Hebung. 

1) 3)ie ©[eidjung 

x 4 — 9x 3 -f- 29x 2 — 39x 18 = 0 

in eine anbete 311 »envanbelit, beten 2Burjeln «) 2, ß) 3, y) 5 
mal fo grob finb. 

2) Sftan foß bie ©(eidjung 

x 5 — 2x 4 — 2x s — 8x 2 — 7x — 2=0 
in eine anbete »ettoanbeln, bereit SBurjeln «) 4, ß) 4, y) 
d) 4 mal fo grob ftnb. 


§. 115. Slufgabe. 

Sine ©leidjung befijjt gebrochene Soefficienteu / 
man foll biefelbe in eine anbere »erwanbeln, bereit 
fäinint liebe Soeffieienten gaitje3al)len finb unb bereit 
erfteö ©lieb ben Soeffieienten 1 I; a t. 


3fi 


+ 


Y n-1 


bx 


Sluflöfn ttg. 


■* + ... + + 

0,1—1 D„ 


bie »orgelegte ©leidjung, unb m baS fleinfte gemeinfd)aftliche 
Sßielfadje ber (Renner b 4 , b 2 , b 3 , . . . b n _i, b„, fo »ettoanble 
man bie gegebene ®(eid)ung nad) §. 113 in eine anbere, bereu 
äßurjeln m mal fo grob finb. 9Jtan erhält bafür 


y + 


+ + • a " ,n ” 


B, 


1 + r 


bn — 1 


y+ 


b» 


= 0. 
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alfo fine ©leirfnmg, in n>etd)fr fämmtficf>e ©oefftcienten ganje 
Ballen ftnb. 

©eifpiel. 

Oft 

x 4 — } x s + } x ! — j x + 2 = 0 
bie gegebene ©leidfung, unb man »ermanbelt biefelbc nadj §. 113 
in eine anbere, beren äßuqeln 12 ‘mal fo groß ftnb, fo folgt: 
y 4 — 18y 3 -f 240y* — 1296y + 41472 = 0 
gl6 ©leidjung, loddjc nur ganjjaljlige CSoefficicntcn f;at. 

Sinnier hing. öäufig erhielt man eine ber oertangten Skbingung 
entfpredjcnbe (Sleidmng bnrdt Simocnbung einer tteineren 3 rt ht ah' Des 
fteinften gcmcinfdjaitlidjcu Sielfadien fämmttidjcr Sienner. 

Slerioanbelt man j. $?. obige (Sleidmng in eine anbere, beren SUurjeln 
6 mal fo grofi finb, fo erhalt man 

V* — Oy® llOy* — 102y + 2502 »= 0 
ah »erlangte (Sleidmng. 

3: fl ferner bie Wleidmitg 

- 5 * ! + i 1 — £ = 0 ^ 

gegeben, fo refuttirt fdion eine »on gebrodenen Coefficienten freie (Sleidmng, 
wenn man eine anbere beftimmt, beren SBitrjeln hoppelt fo groß finb, 
ah bie ber »orgelcgten. (SS roirb ahbann 

y” - 3y 4 + 5y - 3 - 0. 

§. 110. Aufgaben jur Hebung. 

9?ad)ftel)enbe ©leidftingen von btn 93riid)en ju befreien unb 
anjugeben, in meinem SBerljä Kniffe bie SBttrjeln ber neuen ®lei< 
dfung ju ben SBurjelit ber gegebenen ©leicfjung fielen: 

1) x 3 — } x* — 4x -f- -J = 0; 

2) x 4 + 1 x 3 — x 2 + | x — 5 «=. 0; 

3) x ft + l x 4 + 4 x 2 + T ’ T x — 4 = 0; 

4) x r> + 1 x 3 + | x 3 — Vtt * + U =0} 

5) x 5 + | x 4 + s x 3 + tV x 8 + t'i x + 3 = 0. 

§. in. Slufgaöc. 

(Sine gegebene ©(eidfung in eine anbere ju »er* 
Wanbein, bei iweldjer ba3 geeite ©lieb fefflt. 

Sluflöfung. 

3ft 

x" + AjX”- 1 + A*x n ~ 2 4- . . . 4- A„_ix 4- A„ = 0 
bie gegebene ©leidjung unb man fefct hierin 
x = y 4- a, 

©oib, allgemeine eiritiimttil. It. 2. Knfl. 16 
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wo a eine nod) ju beftimmenbe conftante 3«^ bebeutet, fo folgt 
y" + ny“- 1 a + f^j y"- 2 a 2 + . . . + a“ + 

+ (n — 1) A,y n - 2 a + . . . + a n_1 -f- . . . + A n = 0 

ober 

y" + (na + Ai) y“- 1 + . . . + A„ = 0. 

<5oÜ nun hierin baS jweite ©lieb verfcfjwinben , fo muß a 
fo bejümint werben, baß man f)at: 

na + Aj = 0 

K A i 

n 

Um bemnacf) aus ber ®teicf)ung f(x) = 0 eine aitbere f(y) 
= 0 ju entwiefeln, beren jwciteS ®(ieb feßlt, fübjre man in jene 

für x ben SBertf) y — ~ ein; bie SBurgeln ber neuen ©leidjung 

A 

ßnb aisbann um — größer als bie ber »orgefegten unb bei ber 

XranSformation fann alfo baS in ben §§• 110 unb 111 gelehrte 
SSerfaljren in Slnwenbung gebracht werben. 

Seif pi eie. 

1) @oH bie ©leidjung 

x 3 + 3x 2 — 16x + 12 = 0, 
beren Sßurjeltt 1, 2 unb — 6 b e >§ cn » in «ne nnbere berwanbelt 
werben, bei weiter baS jweite ©lieb feljlt, fo Ijat man nadj Obigem 
x = y -- t = 7 — 1 

ju fubfiituiven. ®a alfo y = x + 1, fo erhält man nach §. 111 : 
— 1 — 1 — 1 

8 2 1 0 

— 16 — 18 — 19 

12 30 

unb Ijiernadj bie »erlangte ©leidjung 

y 3 - 19y + 30 = 0, 
beren äßurjetn 2, 3 unb — 5 ftnb. 

2) Um bie ©leidjung 

x 8 — 6x* + 4x — 5 = 0 

in eine anbere ju »erwanbeln, beren jweiteS ©lieb feljlt, fefce man 

— 6 

* ■— y g- == y + 2 

alfo y = x — 2, .. 
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fo folgt md) §. 110: 


— 6 — 4 — 2 

4 — 4 — 8 

— 5 — 13 

unb tyiernad? als »erlangte (Steigung: 


f — 8y 


13 = 0. 


3) ©oll x 4 — 10x 3 -f- 24x s -f- 32x 
oom jroeiten ©liebe befreit »erben, fo fetje man 

i n fi 

x = y + 


atfo 

fomit nach §'. 110: 


4 

y = x 

5 

2 


10 , 5 

= y + 2 


5 

' 2 ’ 

5 

2 


— 10 
24 
32 

—128 
unb erhält 


15 

r 

2 

21 

— o 

9 

4 

361 

4 

79 

8 

- 243 

2 

16 


, 33 2 
- t y 

, 79 
+ y J 


128 


5 

2 


5 

2 

33 

4 


al« gewiinfdjte ©leidjung. 


243 

16 


§. 118. Sfufgabctt jur Hebung. 

3ebe ber nadjfictjenben ©leidjungen in eine anbere ju ver» 
Wanbein, bei welcher baö jweite ©lieb feljlt: 

1) x 3 + 12x s — 8x + 4 — 0; 

2) x 3 — 15x 4 4- 12 = 0; 

. 3) x 4 4" 24x 3 — 14x 2 4- 8x — 2 = 0; 

4) x 4 — 2x 3 4- 6x 4- 10 = 0; 

5) x R 4~ 3x 4 — 5x s — 4 = 0; 

6) x° — 12x 6 4- 15x 8 — 6x 4~ 4 = 0; 

7) x ß 4~ 5x 6 — x 4- 3 = 0. 

16 * 
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I>. 3Uflöfung ber ttumerifdjen (Oleidjungen. 

8 . 119 . (ivfltiruttg. 

©ine ©leidiung, bereu (Joefftrienteu befümmte 3dhlftt ftnb, 
heifjt eine numerifdje ®lfid)ttng. 

SBBir haben bereits im erften üfjcilc biefrS SchrbuchtS bie 
allgemeinen Sluftöfungömetijoben für ©(eidjungen biefer ?lrt fennen 
gelernt, wenn folcfje beit «inten ©rab nicht überfteigen unb motlen 
nun jufehen, wie man bei ber SSefiimmung ber Unbefannten 311 
»erfahren t>at, wenn bie ©leidjung «an einem Ijöljeren ©rabe 
als vom vierten ift. SBenn eS aud) nidit möglich ift, eine all* 
gemeine 9 )ietl)obe anjugeben, nad) welcher jebe Ijöfjere ©leidjung 
aufgelöft werben fann, fo ftnb wir bod) im ©taube, im Salle 
bie betrcffenbc SQBnrgel irrational ift, biefelbe nöl)erungSweife 
fo genau anjugebeit, als eS eine aus ber gratis entnommene 
Aufgabe nur wüiifcfcen läfit. 2 >ie entfpredjenben IBerfabrungS* 
arten, welche wir fpäter werben fennen lernen, führen in ber 
Siegel aud) bei ©(eidjungen beS britten unb vierten ©rabeS viel 
rafdjer 3ttr Sluflöfitng, als bie früher gelehrten allgemeinen Wh? 
tljobeit, fo bafj man in beit meiften Sailen gut thuit wirb, aud) 
biefe ©attung von ©leidjungen nach ben 31t lel)renben 9 ?ül)erungS* 
methoben aufjulöfen. 

©inb, wie wir bieS in ber golge ftetS vorauSfejjett, fümint« 
lidje Soeffirienten ber ©leichuttg f(x) = 0 reelle unb ^war 
gatt3e, pofttive ober negative rationale 3<ifd fn *)/ f° föitnen 


*) Siefe SSorauSfefeung ift erlaubt. Senn bat gunädjft bie Stleidiung 
imaginäre (äoefficicnten , fo läßt fidb biefelbe immer in eine atibere 
mit reellen (Soefficicnten auf folgeube Vlrt umtoanbefn. 

3h x " 4" ©! + B,i) X"— 1 -f- (A 4 -f- B ä i) x»-2 -f • • ■ 4~ 
(An 4“ B„i) “ ü 

bie gegebene (Steidjung unb man trennt bie reellen unb imaginären 
©lieber, fo folgt: 

(x n -|- A,x«— i -f- AjX n - - + . . . 4* An) + (B,x"— 1 -f- B s x n — - 
-j- . . . -f- Bn) i — 0. 

SDiultipticirt man nun biefe ©leiefjung mit ber jngeorbneten : 

(x» + A.xn-i + AjX"— - -f . .. + A„) - (B,x»-i + B,x"-2 

4” • • ■ 4“ Bn) 1 — ‘ 0 

fo erhält man eine ©leicftuug iwotn - 2nten öS rabe, mit lauter reellen 
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bic äBurjcln berfclbett tljeilroeife ob« aüc rationalt, irra* 
tionalc ober imaginäre 3of)tfH fetit- 

ft) fidtiimmmg kr rationaUti tPurjdn. 

§. 120. Sluflüfung ömrij Saftomticvlcpitg Des lebten ©licüeä. 

1) Wan bringe junädjft bic »orgclcgtc ©Innung auf bit 
in §. 86 (1) angegebene Sonn nnb befeitige nadj §. 115 bie 
etwa nodj in berfetben »orfoinmenben gebrochenen Goefficientcn, 
fo muffen itacf) §. 100 fämmtlid)c rationale SBuqelit, njclcf>c ber 
refultirenben ©leidjung entfpreeben, ganje 3 fl f)lfu unb nach 
§. 95. 3uf. 4 jugleid) gaftoren tc$ lebten ©licbeö fein. 

3ur 2luffud)ung ber SSBurjeln einer foldjen -©leichung ergibt 
fid) f)icrnac^ unmittelbar folgenbe« Verfahren: 

Wan jtrlege baö lebte ©lieb berfetben in feine einfachen 
unb jufaminengefefcten gaftoren, unb fubftituire alöbann, wenn 
ber ©leichung foir>of)l pofitioe alö negatioe SBuqeln cntfprcchen 
fönneit, bic innerhalb ber ©renjen ber pofttioen unb negativen 
SBurjetn tiegenben gaftoren ber 9ieihe nach, fomohl pojtti» a($ 
negatfo genommen, in bie oorgelegtc ©leidjung flatt ber Unbe» 
fannten. Seber gaftor, welcher baS ©leidjungöpolpnotn babei 
auf 9htll bringt, ift alSbann eine SBurjcl ber betrejfenben ©leidjung. 

Soefficienten, inbem i* = — 1 ift. Unter bett 2n iSnrjetn tiefer ©(eidjung 
befinbeu ficfi aber bic uSSurjetn ber uorgelegtett. 

3ft ). «. x» — 2ix + 3 = 0 

bie gegebene ©(eidjung, fo folgt auü 

(x* + 3 - 2ix) (x* + 3 + 2ix) = 0 

bie ©leidjung 

x 4 + lOx 1 + 9 = 0 
ober wenn man x 3 = y fegt, 

y* + l,|y + <i = o. 

2)!an finbet Ijictaub 

y. i» y» — - o. 

3t(fo ift x = + j/ — 1 = + i ober x = + f/— 9 = + 3i. 
fjiibrt man ber fRcibc natf) biefe i'iertbe in bie uorgelegte ©leidjung ein, 
fo ergibt fid> leidjt, bafj — i unb :ti bie beiten Sutäclu berfetben ftub. 

§at bie ©{eidjung irrationale ©ocfficieuteu, fo tonnen wir foldje 
ftetS turdj SMdje £)inreidienb genau ausbriiden unb bann bie ©leidjung 
nadj §.113 in eine attbere geortuete mit gaitjen ©oefficienten oerwanbeln. 
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Um auf biefe Seife j. 33. bie rationalen Surjeln ber ©leidjung 
f(x) = x 4 4- 9x 3 — 46x s — 96x + 288 = 0 
ju ermitteln, berücfjtdjtige man junäc^ft , bajj biefelben pofitio unb 
negatio fein fönnen. ®ie gaftoren Bon 288 ftitb nun: 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 32, 36, 48, 64, 128, 288 
nnb man erhält: 

für x = 1 : f(x) — 1 + 9 — 46 — 96 + 288 — 156, 

s x — — 4 ; fix) = 1 — 9 — 46 -f— 96 4~ 288 == 330, 

= x = 2 : fix) = 16 + 72 — 184 — 192 + 288 = 0, 

= x=— 2 : f(x) = 16 - 72 — 184 + 192 + 288 = 240, 

= x = 3 : fix) = 81 + 243 — 414 — 288 + 288 = — 93, 

5 x-” — 3 : f(x) = 81 — 243 — 414 -f- 288 -f- 288 = 0, 

= x = 4 : f(x) = 256 + 576 — 736 — 884 + 288 = 0. 

gäljrt man in biefer Seife fort ju operiren, fo ftnbet man, baff 
wieber für x = — 12, f(x) = 0 wirb. (S3 fmb fomit 2, — 3, 
4,-12 bie oicr Surjeln ber oorgelegten ©leidjung. 


2) Sic aus bem eben bemäntelten 93eifpiele fjeroorgefjt , ift 
bie jur Prüfung ber gaftoren in 2lnwenbung gebraute Subftü 
tution in ben meiflen gälten fefjr langwierig unb jeitraubenb. 
9Kan gelangt Biel raffet juni 3iele, wenn man bie Unterfliegung, 
ob einer ber gaftoren eine Surgel fei, nad) ber im §. 101 B'or* 
getragenen 9Ketfjobe Bornimmt. 

Um Ijiernac& j. 33. bie Surjeln ber ©leidjung 

x 4 »s _ !9x 3 + llx + 30 = 0 
ju finben, bilbe man junäcfjjt oon 30 bie gaftoren: 

1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 
fo folgt nad) §. 101: 


x =1: 3 i °+ 11=41,^ 1 — 19=22, y+l=23; 

x=— l:J^4-ll=— 19,^— 19=0,^j4-l=l,^j=— l; 

x=2:y+ll=26,y-19=-6,y-4-l=-2,y 2 ==-l; 


QO 1 

*=-2:£’-+l 1=— 4,~“ 19 =-21 , 

x=3=°4-l 1 =2 1 ,y~l 9= 12 ,=^+ 1 =-3,y 3 =- 1 ; 



1, 


x==4 unb x=— 4 führen fogleidj auf 93rüdje , 

on 

x =5:^-H1=17, 

o 
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*=— 5: -~+ll = 
— 5 


=5,A -19 20, 4-1=5, 1. 

— 5 — 5 — 5 


Die 4 äöurjeln finb baljer: — 1, 2, 3, — 5. 

SJorftehenbe Operation läfjt fid) aud) mit allen Safteten jus 
gleich auf folgenbe Slrt eerne^men: 


11 

-11 21 — 2 | 

3 I 

—3 

5 

— 5 

6 

— c 

10 

—10115 

-15 

30 

—30 

301 

— 30 1 15: — 15 

IO 1 

—10 

6 

—6 

5 

—5 

3 

-3 

2 

-2 

30 

—30 

41 

- 19 ! 26 , — 4 ! 

21 ' 

1 

17 

5 

10 

0 

14 

8 13 

9 

41 

— 19 

41 

19 13 2 

7 



— 1 


— 1 







22 

0 — Üi— n 

—12 



—20 


—20 







22 

0 -3! 

— 4 



4 









231 

1 2 | 

-3 


• 

5 









| 

— 1—1 

— 1 



— 1 










23ejüglid) bet Prüfung bei Saftoreu -f- 1 unb — 1 feebient man 
fid) einfacher ber ©ufeftitution berfelfeen in ba« ©leidjungdpclljnom. 

3) £>at man alle HiUurjeln w 1; w 2 , .... w n „ 2 einet ©leidjung 
nteit ®rabe6 bi« auf jroei ermittelt, fo laffen ftd) biefe feeiben 
auch leicht nach §. 95 baburd} beftimmen, baji man baö @lei<hung$< 
pol^nom burd; baö ^Jrobuft 

(x — w,) (x — w s ) .... (x — W n _j) 

bioibirt unb ben erhaltenen Quotienten gleich Stufl fe|jt. Die 
SBurjeln ber hiftburd) refultirenben quabratifchen ©leichung finb 
zugleich bie noch fehlenben ber urfprüngltd)en ©leichung. 


©inb j. 33. bie SBurjeln bet ©leicfeung 

x J — x s — x* + 4x — 12 = 0 
aufjufuchen unb man feilbet eon 12 bie Saltorai: 1, 2, 3, 4, 6, 
12, fo feat man: 


1 | -1 

2 

—2 

31 - 

-8 4 

—4 

6 

—6 

12 

—12 

—12 12 

—6 

6 

- 4 ! 

4—3 

3 

—2 

2 

— 1 

1 

—8 16 

—2 

10 

0 

8 1 

7 

2 

6 ; 

3 

5 

— 8—16 

— 1 

—5 

0 




— 1 



— 9—17 

—2 

— 6 

— 1 




—2 



—9 18 

— 1 

3 


| 






— 10 17 

—2 

2 






• 



— 1 

— 1 





1 




3»ei ber Söurjeln finb bähet 2 unb — 2. Dioibirt man nun 
ba« @leicfeung0)5olhnom x* — x 3 — x 2 + 4x — 12 bur<h ba8 
3?robuft (x — -2) (x + 2) = x s — 4, fo refultirt x 2 — x -f- 3 
at« Quotient unb au« ber quabratifdjen ©leidiung 
x 2 — x -f 3 = 0 
ergeben fid} bie feeiben imaginären SBurjeln; 

l-uEH i=£“ 

2 2 


11 
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fünfter 9lfjf(finitt. 


Änrnertung. Sud) mittetjt bet [jBfietcn aritbmetifdfen Reiften 
(Sfft. I §. 194 unb 195) füttiteii bic rationalen SSurjcfit einer ©teidjung 
befthnmt werben, inbent mau jebe ©leidjuug beö nten ©rabeb als SCuä* 
brutf für baS allgemeine (Stieb einer Uiiibe nten fRattgeb anfeben tann. 
©nbftituirt man bebbatb für x ber Üieitje nad) 0, 1 , 2, 3, .... unb be= 
redetet bie entfprecbcubcn äöertlje beb 'fSolpitomb f(x), fo bilbcu biefe eine 
bem ©rabeppouenten ber ©teidfung eittfpredienbe bMjete fRcibc. (Snt^ 
widclt man fomit biefe Jicihe, fo liefert ber ©teUcnjeiger eines jcbeit 
©liebeb, bab 91ull ift, gugXeirfj eine äSurjcl ber gegebenen ®lcid)itng. 
©ittfprecben ber ©leidjung negatioe rationale HBurjetn, fo ift bie (Sitt- 
witfeltmg nad) biefer ©eite bin cbenfallb oorjunebmen. 

(Sin SSeifpiel wirb bab Verfahren llar madjen. 

(Sb fei f(x) = x 3 4 2x 3 — 25x — 50 = 0 

bic gegebene ©leidfuttg. 

@cbt man fjieriit x = 0 t 2 3 

fo refultirt: f(x) — — 50 — 72 — 84 — 80 

unb wenn man bie ©lieber ber entfprcd)enben SReibe 3ten fRangeb bilbet, 
fo folgt: 

-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 

0 18 10 0 —24 —50 —72 - 84 -^80 -^4 ''if 

18 —2 —10 —24 —20 —22 —12 4 20 54 

—20 —14 —8 —2 4 10 16 22 .28 

0 0 0 6 0 6 6 6 . 

Sie SBnräeln ber ©teidjmtg fittb fomit: — 5, — 2 mtb 5. 

üRait iibcvgeugt fidi IcidR, baß in beit meiften g-alleit biefeb Verfahren 
Biel weitläufiger ift, alb bab uorbiu gelehrte. 


§. 121. Aufgaben jur Hebung. 

2>ie rationnkn SButjel» in nacfjfie^enben ©Ici^ungen ju 
btfUmmen: 

1) x 3 — 6x 2 — 16x -f- 96 = 0; _ __ 

2) x 8 + 4x 2 — llx — 30 = 0; 

3) x 4 + 7x 3 4- 18x 2 + 8x — 160 = 0; 

4) x 4 — 12x 3 4- 48x 2 — 88x 4- 96 = 0; 

5) x 6 4" 15x 4 — 10x 3 — 630x 2 -f- 9x 4- 4455 — 0; 

6) x 6 - 16x 6 4-34x 4 4-80x 3 — 191x 2 — 64x4-156=0; 


7) x 5 — 

8) x 3 — 

9) x 4 — 
10) x 4 - 


2x 4 — 72x 3 4- 392 x 2 — 784x 4- 960 = 0; 


12 

52 

15 

19 

12 


11 


4- 


24 

133 

60 


x + 4 = °» 


x 2 -f- 


23 

30 


= 0; 


+ 5x 8 + ~ x — 1 = 0. 

b 
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b) ßf(limmmig Der irrationalen tttiiricln. 

§. 122. ©rflävuttß. 

Um bie in einer ©(eicfyung etwa borfoinmenben irratio* 
na len SSBurjeln näljerungöweife ju ermitteln, fucfyt man ju* 
näctjft jebe berfelbeit gtt>ifcf)en jwei 3<»f)l*n einjufcljließen, welche 
f)öd)ftena um bie ©nljeit bon einanber berfeßieben ftnb. 2)ieö 
ju bewcrffielligen, bejlimme man juerft naef) §. 105 bie ©renjett 
g unb — g t ber SBurjeln unb fiil)re nun für x ber 9teil)e naef) 
0, 1, 2, 3, .... g, — 1, — 2, — 3, .... — gl in baö 
®lcicf)ung$poli;nom ein, fo liegt naefy §. 99 jwifcfyen je jwei 
biefer 3 a *)k>V bertn Subftitutionörefultate entgegengefeßte 3cict>en 
Ijaben, wenigflenS eine reelle ffiurjel ber ©Icicfjung. 2 )a aber 
nid)t allein jwifcfjen jwei foldjer 3«l)Itn überhaupt eine un* 
gerabe 2lnjal){ bon SBurjeln liegen, fonbern aud) naef) §. 99 
3uf. 1 jwifdjen je jwei 3<if)ltn, welche für x in baö s f3oli;noin 
gefeßt, SJfefultate non gleichen 3f<d)fn liefern, eine gerabe 2ln* 
jaf)l bon SBurjeln enthalten fein fann*), fo werben wir unö 
bor SUlem bie Aufgabe ju flelleit Ijabcn, bie irrationalen SBurjeln, 
felbft wenn jwifcfyen jwei unmittelbar auf einanber folgenben 
ganzen 3 a fyftn nteßre folcfjer liegen foUten, bon einanber ju 
trennen unb jwifcfjen engere ©renjeit einjufcßließen. Sebor wir 
jur SBeßanblung ber bon Sturm für biefc Slufgabe gegebenen 
Söfung fefireiten fönnen, ifi ed notßwenbig bett nacfyftefyenben 
Saß ju beweifen. 

§. 123. Sefjrfaft. 

©erfährt man unter ber SSorauöfeßung, baß bie 
©leidjung f(x) = 0 feine gleiten SBurjeln Ijat, mit 
bem ©leidjungößolßnom f(x) unb ber barau$ abge* 
leiteten gunftion f x (x) analog wie beim Sluffudjen bed 
größten gemeinfdjaftlidjen itfjeilerS unb bejeicfjnen 
R,, R 2 , R s , ber 9ieit>e nadj bie hierbei bleiben* 


*) (5:3 tuirfr natiitlicf) uoraitöjjcfel^t , fraß frie frer ©leidjung etwa ent* 
fprecbeitfrett rationalen, ober gleichen SBurjeln nach früherem bereits 
auSgefcfricbeit finfr. 
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Fünfter äbfdniitt. 


ben Siefle mit cntgegengefefcten 3 c t d> c rt genommen, 
fo fönnen nie jroei unmittelbar aufeinanberfolgenbe 
Functionen ber SRethe 

f( x ), *i ( x ), Kt, K 8 , K„ .... 

für einerlei SBertl) oon x SRull m erben uttb mirb eine 
biefer Functionen für einen befonberen 2Bertf) oon x 
SRull, fo fjaben bie beibctt benachbarten Functionen 
entgegengefefcte 3ftchen. 

© e m e i t. 

2>a nad) bcr ©orauöfefcung f(x) = 0 feine gleichen Sßurjeln 
hat, fo haben f(x) unb f, (x) feinen gemeinfdiaftflchcn Shfiler 
(§. 106) unb cS mirb bemnach julept ein fReft bleiben, meldjer 
fein x mehr enthält, alfo irgenb eine beftimmte 3«hl ouöbrüdt. 
©rjeichiten mir biefc burd) a unb bie ben fDioiforen 

f i( x ), Kt, R ä , R», Ri, R 6 , » 
ber iReihe nach entfprechcnben Quotienten burch 

Ql, Q 2 , Qs, Qi, Q 6 , Q«, 4, 

mornach alfo angenommen mirb, bafj R„ = a fei, fo erhalten 
mir folgcnbeS ©tyfiem oon ®Ieid)ungen: 

f(x) = Q, f;(x) - R x 

A( x ) — Qa Ri Ko 

Ki == Qj Ko R 3 

K, — Q4 Kg K 4 

R» = Qo R 4 k b 

Ri = Qfi Rft a 

R 5 = Q 7 »• 

^»ierauö ergibt ftef) ober, bajj niemals jroei unmittelbar 
aufeinanberfolgenbe Functionen, mie j. ©. Rj, unb R 8 für benfelben 
SBertf) »on x 5Rull merbett fönnen. 2)enn nehmen mir an, eS 
märe j. ©. für x — a fomoht Rj alö R^ 5Rufl, fo mürbe auö 
ber »ierten ber »orftchcnben ©leichungen folgen: 

R 4 = 0 

unb hict»u«h auö ber fünften: 

R 6 = 0 

unb fchliejjlicf) auö ber fec^ftcn: 

a = 0 
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waß unmöglich ift, ba bie ®leid)ung f(x) = 0 feine gleichen 
Sßurjdn fjat, alfo a eine ganj| beftiininte 3af)l bebeutet. 

Slnalog gilt baß ©efagte für f(x) unb f x (x). 3ft nun aber 
nur eine ber gunctionen f(x), f x (x), R x , R 2 , — $. ©. 

B* = 0, 

fo refultirt auß ber britten ber obigen ©ieidjungen : 

Re = - Rs, 

worauß ^ervorgef>t, baß in biefem galle R, unb R s entgegenge- 
fe$te 3tid)en Ijaben. 

&. 124. Saft tum Sturm. 

©ejeid)net a eine ber Sßurjeln ber ©leidjung f(x) == 0 
unter ber ©oraußfeßung, baß biefe nur ungleiche Sßurjeln f>at, 
d eine uncnblid) flein werbenbe ©röße, fo fjaben nad) §. 99 
3uf. 2 f (« — d) unb f(a + d) entgcgengefeßte 3eid)en unb 
ba fj(x) für x = a nidjt 9?ull werben fann*), aber f x (a — d) 
unb f x (« + 6) bem f x («) fo naße gebracht werben fönnen alß 
man will, wenn man nur d flein genug annimmt, fo muffen 

f x (ot — d), f x («), f x (re 4- d) 

einerlei 3«<d)en fjabeit, ba f x (x) fietig unb f x (a) nicfyt 9?uU ift. 
9tun tfl aber nad) §. 86 (6): 

f(a — d) = f(a) — df x («) 4- d 2 f 2 (a) — 

f(a + d) = f(«) 4- df x (a) 6%(a) + .... 
ober ba f(a) = 0 

ifi, aud) 

f(« — d) = - df x («) 4- d*fj(«) - .... 

f(« 4- d) = df x («) + d*f 2 («) 4- .... 

9tad> §. 90 fann man aber d ftetß fo flein wählen, baß 

bie 3«t^en von f(a — d) unb f (« 4- d) mit ben 3fid)en ber 
beiben 2lnfangßglieber — df x (a) unb df x (a) übereinfiitnmen 
unb ba d pofrtix» ift, fo l)at f (a — d) mit fi(a), alfo aud) mit 
fi (a — d) entgegengefcßte, bagegen f(a 4- d) mit fi (a) 
unb mit f x (a 4- d) einerlei 3«lcf)en. 

Seßt man baßer in ben gunctionen 
f( x )/ *i( x ), Ri- ß 2- ß 8 / 

für x ber 9teif)e nad) alle innerhalb beß 3nter»allcß a — d biß 

*) $enn fonft mürben bie jioei unmittelbar aufeinanber folgenben gunctionen 
f(x) unb f,(x) für x = a oetfcfjwiitben , maß gegen ben @aß §. 123 märe. 
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gllnfter SWfdmitt. 


a -f- auf cinanber folgcnben 9SJcrtt)c unb notirt jcbeSmal 
nur bie 3tirf>cn bcr ©lieber, fo werben f(x) unb f 4 (x) für 
x = (a — d) einen 3eicf)enw ec^fel, bagegen für x = (a -f- d) 
eine 3 eitlen folge abgeben unb wenn feine bcr gunctionen 

Rj, R 2 , R 3 , für x = a 9ful( wirb, fo bemalten biefelben 

a(3 fletigc gunctionen von x ifjre 3eid;cit unveränbert bei. @3 
geljt fomit in biefem gatte in ber 9ieil)c bcr obigen guitctionen 
ein unb nur ein 3ci c fK m vcchfe( verloren, wenn x fucceftve von 
a — d in « 4 d übergebt, alfo eine 2ßur<jel bcr ©leicfyung 
f(x) — 0 überfdjreitet. 

9lct)incn wir nun an, c3 werbe eine ber gunclioncn Rj, 

R a , R 3 , j. 23. R s für x = ct SRulI, fo ftnb nach Üüorhcr* 

gefjenbem R 2 unb R 4 nidjt 9futt unb f)abcn entgrgcngefefctc 
3cid)en. 

21(3 ftetige gunclioncn bemalten biefc bei fjinreidjenb fleiuent 
d für x — a — d unb x = a + d biefelben 3cicf)cn bei 
wie für x = a, wäljrenb R s für x == a — d unb x = a 4- d 
einerlei ober verfd)iebene 3fid)cn annehmen fann. 

2Bir f)aben fomit folgenbc vier 3 c i f t> f «ftellunflcn 
a) wenn R 2 pofrtit) unb R 4 negativ: 


für 

X = 

ct 

— d 

R ä 

4 

R 3 

4 

R 4 |R 2 
— 4 

R :1 

Rs R 2 
— 4 

ß 3 

4 

r 4 

r 8 

4 

R 3 

Rs 

// 

X = 

ct 

4 9 

>4 

0 

-4 

0 

— 4 

0 



4 

0 


tf 

X = 

ct 

4- 

4 

— 4- 

— 

r 

— 

— 

4 

4 

~~ 




b) wenn R 2 negativ 

unb 

R 4 pofitiv 

: 




für 

X = 

a 

— d 

R* 

E 8 

4 

Rj R* 
4- 

Rs 

r 4 r 2 

4 — 

Rs 

4 

R> 

4 

R s 

R 3 

Rs 

4 

ff 

X = 

ct 

4 9 

! — 

0 

4- 

0 

-4 

0 

4 

— 

0 

4 

ft 

X = 

ct 

— 

-1- 

H 

— 

4— 

— 

4-1 

— 

4 

4 


3>ie 23erglcid)ung fämmtlic^er für x = « — d unb x = u 
+ d erhaltenen 3cid)enreihen läpt und fofort erfennen, bafj fictS 
bie 2lnjaf)l bcr 3fid)enwechfe( biefclbe geblieben -ift. 3‘ 1 btin* 
felben SRefultatc gelangt man natürlich, wenn irgenb eine anbere 

ber gunclioncn fj(x), R 1( R 2 , R 3 , 9futt gefegt worben wäre 

unb wir fönnen baritm allgemein behaupten, baff wenn eine ber 

gunctioncn f 4 (x), Rj, R 2 , R s , ein ober mehrmals 9iuU 

wirb, währenb x von a burd) « in b übergeht, in ben betreffen* 
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ben 3tichtufir((ungen webcr ein 3richenwcchfel gewonnen noch 
verloren wirb. 

3)ieS in 5?erbinbunfl mit betn Obigen führt ju folgenbent 
©chluffe: 

3fl a eine awifdfeit a unb b licgenbe SBnrjrl ber ©leichung 
f(x) = 0 nnb man läßt x von a bis b fict) jietig änbrrn, unb 
bcftimint jebrSinal bie cntfprcdKnbc 3fidKnftel(uug ber Functionen 

f(x), f,(x), II,, R.,, fo gebt bei bein 5)nrd)gange bcS x 

burch a ein 3fid) f| iwcchfcl verloren b. I). für einen unmittelbar 
auf u folgenben Sücrtl) von x erhält man in ber 3fi<hcnreil)e 
einem 3fid)fntved)fel weniger als für x = a. 

©ejeichnet ferner ß > « eine jweite jwifdjcn « unb b 
liegenbe SBurjrl ber ©Irichung f(x) — 0, unb man verfährt 
analog wie vorhin, fo ge()t bei bem ^Durchgänge bcS x bnrd) ß 
wieberuin ein 3tid)fuwed)fel verloren n. f. f. Für x — b werben 
entlid) genau fo viele 3tidKuwechfel verfdjwunben fein, als 
reelle Sßurjcln ber ©leichung f(x) = 0 jwifchen a unb b liegen, 
woburch unS nlfo ein Wittel an bie Jpanb gegeben ift, fofort 
anjugcben, wie viele reelle äßurjeln einer ©leidjung f(x) = 0 
innerhalb gegebener ©rennen liegen. 

8um ertung liefet wichtige Sab imivbe im Qatfve 1^29 ooit 
Sturm betaimt gemacht mit wirt nach ihm ter Sturm '(die Sah 
genannt. 

3 u f ä b e. 

1) Sßirb eine ber Functionen 

f,(x), R,, R s , lt,, .... 

9?ull für x = .a ober x = b, fo fann man biefelbe gan^ anfirr 
8ld)t (affen. 

3ft j. 93. R 4 — 0, fo hüben R„ unb R f , entgegengefebte 
3eid)en unb eS ftnb nun verfchitbette Fälle ju untcrfdfeibcn, je 
nad)betn R 3 pofttiv ober negativ ift unb je nadfbem man R 4 = 
+ 0 ober R 4 = — 0 fefjt. 

©ejüglid) brr 3fich e, 'reil)en erhalten wir biefent cntfprechenb: 
R» R 4 R fi R 3 R 4 R fi 

+ -f— 0 — — +0 -f- 

4 o — 0 + 

alfo in allen Fällen einen SBeihfel. 

feifjt man aber R 4 ganj außer Sicht, fo finbet ebenfalls 
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fünfter 9lbfcfmitt. 


burcfynteg nur ein 3fid?fntved)fel ftatt unb ee fann alfo in ber 
%\)ai R 4 enttveber + 0,-0 gefegt ober gan$ weggelaffcn tverben. 

2) 3fi a eine äßur^ci ber ©leicffung f(x) = 0, alfo f(a) 9full 
unb man läfjt f(x) ganj aufier 2lcf>t, fo befielt jroifcfyen f(a) unb 
fj(a) fein 3eicf)enroed)fel unb ba f(a + d) unb f 4 (a -f d) einerlei 
3eicf)en haben, fo fällt auch tjicr ber 3«ichcmved)fel weg. 8äfjt man 
bal)er in ber erflen 3fici)fnrei^e für x = a bae cvfie ©lieb f(a) ganj 
aufjer Sicht, fo bcfcfyränft ftcf> bie Unterfuchung auf bic SBefiimmung 
ber Slnja^l ber noch jtvifchen (a d) unb b liegenben reellen 
SBitrjcln. 3ff biefe nad) obigem @afce (mit Sffieglaffung von f(a)) 
ermittelt, fo ift barunter bie 2Bur$el a natürlich nicht mit inbegriffen. 

3) 3 fl b eine HBurjel, alfo f(b) = 0 unb man läfjt bei 
ber 3cid)cttfieUung baö crfle ©lieb ffb) unberücffttf)tigt, fo befielt 
tvieberuin jmifdjen f(b) unb f t (b) fein 3cictjentoec^fel. Da ferner 
f(b + d) unb f x (b -f- d) einerlei 3ti^cn l)aben, fo entfpricfjt 
auch f(b + d) unb f x (b + d) fein 3cid>cttt»e(^fel unb bie 
Aufgabe läuft barauf binaue, ju beflimmen n>ie viele reelle 
SQBurgcln gvoifcfjcn a unb b + d liegen, bie SBBurgcl b hierbei 
mitgereebnet. 

4) 3fl f (a) — 0 unb f(b) — 0 unb man läfjt in ben 
jtvei entfpreebenben 3cicf)entei^en bie erften ©lieber unberüdfiefftigt, 
fo ergibt ftd) bae iRefultat leicht au0 ber Skrbinbung ber beiben 
»orlfergeljenben gälle. Die SBurjel a wirb nidft mit geregnet, 
tvol)l aber b. 

5) (S0 feien «, ß, ... SButjeln ber ©Icidjung f(x) = 0 
innerhalb x = a bie x = b. 8äfjt man nun x von a bie b 
fuccefflvc tvadffen, fo ^aben für ein fyinreicfyenb fleinee d bie 
gunctioncn f(a — d) unb fjfa — d) verfdjiebene, bagegen 
f(a + d) unb f x (u -f- d) einerlei 3cici)cn, fo baff ftcb alfo ber 
vor bem Durd^gange burd; bie äüurjel jtvifdjen f (x) unb f x (x) 
befteljenbe 3ti<t>enmed)fel nach bem Durchgänge in eine 3eid>cn* 
folge venvanbelt. Da aber tvieber f(ß — d) unb f t (ß — J) 
verfchiebene 3fid)eit b abf 'G f° mufj ftd) jene 3f*cf>fnfolge vor 
bem Durchgänge burd) ß tvieber in einen 3fi^cim>e c t>fel ver* 
tvanbeln u. f. tv. Slllgcmein tvirb alfo fjfx) fein 3<t*<lK n ftete 
änbern, wenn x von einer SBurjcl jur näcbftfolgenben fortfdjreitet. 

6) 23ef)ält eine ber gunctionen 

f(x), f,(x), Ri, R 2 , .... Rs, Rb 41 , .... 
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etma R, baffelbe bei, mäbrenb x von a bis b mädjft, 

fo fann man bie Sieiße ber gunetionen mit R, abfdjließen unb 
bit Unterfucfyung bloß auf bie gunctionen 

f(x), fi(x), R„ R 2 , .... R„ 

befdjränfen. 

Denn bie Siei^e 

Rs , R*+i / R«+2 1 • • • ■ 

hat für x = a unb x == b biefelbe Slngat)t von 3ei<henmechfe(n, 
inbnn baS erfie ©lieb fein 3cithfn tiid>t änbert unb, mie früher 
gegeigt mürbe, burcf) bie 3 t i<h f nänberung ber folgenben ©lieber 
mcber ein 3e<<hfnmechfcl verloren geht, noch gemonnen mirb. 

7) Um junücfjft ju unterfudjcn mie viele reelle SBurjeln 
eine ©leichuitg f(x) = 0 l)abe, feße man ber Steife nach x = 
— oc, 0 unb -j- oo unb befiiinme bafür bie brei entfprecfjenben 
3ei$enreif)en. £aben biefe bezüglich m, n, p 3eid>cnwcd>fel, 
fo entfpredjen ber ©leidjung m — p reelle SGBurgelit, von melcfjen 
m — n negativ unb n — p pojttiv ftnb. 

•8) Da mir vorauSfcßcn, baß bie ju unterfuefjenbe @leicf)ung 
feine gleiten äßuqeln enthält, fo ift ber teßte Dieft befanntlicfj 
von x unabhängig unb man h at baruin rtic^t beffen 2Berth, 
fonbern nur beffen 3cid)£» 3» befiimmen. 

Söeifptele. 

1) Um $u ermitteln, innerhalb meldjer ©venjen bie reellen 
SBurjeln ber ©leidmng 

f(x) *= x 8 — 12x — 2 = 0 
liegen, bilben mir junädifi 

f^x) >= 3x* — 12 

unb verfahren nun, um unb Rj ju ßnben, mie folgt: 

(x 3 — 12x — 2) : (3x 4 — 12) 

(x 8 — 12x — 2) : (x* — 4) = x 
x 8 — 4x 

— 8x — 2 — — 2 (4x + 1), Ri = 4x -f- 1 
(x s — 4) : (4x -f- 1) ' 

(4x 2 — 16) : (4x -f- 1) = x — 1 
4x s -+- x 

— x — 16 

— 4x — 64 

— 4x — 1 

— 63 Rj =*= 63. 
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9)lan erljalt baljer: f(x) f,(x) R, R 2 3 e * ( fy ei ’ TOCC hf e f 

für x = — <x> : — + — 4~ 3 

„x= 0 : — — + + 1 

„x = + <x::+ 4~ 0 

®a fomit Bon x = — oo bis x = 0 jwei unb Bon x = 0 bis 
x = -|- oo nod) weiter ein 3 c ><h £1 " D£C bf £ I »erloren geljt, fo ent- 
fpredjen bet ©leidjung im ©anjen brci reelle SBurjeln, näinlid) jwei 
negatioe unb eine pofitiBe. 

s Jlun folgt ferner f(x) f,(x) R t R s 3 { i d K n N e <hf<4/ 

für x — — 1 : + — b 2 

„ x = - 2 : + 0 —+ 2 

„ x = — 3:4- + — + 2 

i, x = — 4: — 4~ — 4- 3 

unb bie eine ber Begannen SBnrjeln liegt baljer jtoifdjen U unb — 1, 
bie anbere jwifdjen — 3 unb — 4. 

®a weiter f(x) f t (x) R t R 2 3 { > c b £nn5ct bf e l 

fiir x = 1 : — — + f 1 

„ x = 2 : - 0 + + 1 

„x = 3: — + ++ 1 

i, * = 4 : + 4* 4" 4' 0 

fo liegt bie pofitiBe UBurjel jnjifd>en 3 unb 4. 

2) Oft f(x) = x 3 + 12x — 4 = 0 

bie gegebene ©(eidjung, fo ^at man: 

fjfx) = 3x 2 + 12 
(x 3 + 12x — 4) : (3x 2 + 12) 

(x 3 -f- 12x — 4) : (x* 4- 4) = x 
x 3 — f- 4x 

' 8x~ — 4 = 4 (2x — 1) R x = — 2x 4“ 1 

(x 2 4- 4) : 2x + 1) 

(2x 2 + 8) : (— 2x + 1) = — x — 1 
2x 2 — x 

x 4“ 3 
2x 4- 16. 

2x — 1 

17 R 2 = — 17. 

®afjet f(x) f,(x) R t R 2 3 £, >djeitmed)fcl 

für x — — oc: — 4- ( 4- — 2 

„ * ~ 0:— 4-4 2 

„ x =■= 4- oo : 4- 4- — — l 

5Der ©(eidjung entfpridjt fomit nur eine reelle pofitiBe SIBurjel. 
®a man ferner erhält 

f(x) f,(x) R, 11, 3 e id) e ntt>edjfel 

für x = 1 : 4- 4- — — 1 

fo liegt tiefe Sßurjel jwifdjen 0 unb l. 
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3) Sfl fei f(x) ==x 4 — x — 6 = 0 

bie ju unterfudjenbe ©leidjung. 

SJian ermatt: 

fjCx) == 4x 3 — 1 
(x 4 — x — 6) : (4x 3 — 1) 

(4x 4 — 4x — 24) : (4x 3 — 1) = x 
4x 4 — x 

— 3x — 24 = — 3 (x + 8) R, = x + 8 
(4x 3 — 1) : (x -J- 8) = 4x* — 32x 4- 256 

4x 3 + 32x 8 

— 32x 2 — 1 

— 32x 2 — 256x 


256x — 1 
256x + 2048 

— 2049 R s = 2049 

f(x) f,(x) R, R ä 3 c i^ eilffie( ^f e f 

für x =** — oo ' —f" — — - 4- 2 

„ x — 0: — — H — i- 1 

„ i = -f oo : 4- 4“ +4- 0 

2>ie ©leidjung Ijat fomit nur 2 reelle iZBurjeln, »ooon bie eine 
negatiü, bie anbere pofitio ip. 

3) a ferner folgt: 

f(x) f,(x) Rj R 2 3 c id) cni,5c djf e l 

für x = — 1 ; — — 4- 4 ~ 1 

„x = — 2:4* ~ 4* 4* 2 

t> x = 1: — + *1 — f* 1 

„x= 2 : 4* ■+• 4* 4" 0 

fo liegt bie negatioe äßurjel jtoifdjen — 1 unb — 2, bie pofltine 
. jtoifdjen 1 unb 2. 

4) gür bie ©leidjung 

f(x) = s‘ 4- r + 3 = 0 
ermatt man: f,(x) = 4x 3 4- 1 


(x 4 4- x 4- 3) : (4x* 4- 1) 


(4x 4 4* 4x 4* 12) 

4x* -f- x 

3x 4* 12 = 
(4x 3 4- 1) : (— x — 
4x 3 4* 16x 2 


(4x 3 4- 1) -* x 

3 (x 4* 4) R 1 = — x — 4 
4) = — 4x* 4- 16x — 64 


l6x 8 4- 1 
16x 2 — 64x 

64x 4- 1 
64x 4- 256 


— 255 

Soli, alljdncittt flrttljnirtlf. II. 2. '.’lufl. 


R s = 255 
17 
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f(x) fj(x) K, Kj, .geidjemoecbfel 
für x — oc ; -j— — -j“ -f~ 2 

„ x = 0 : + -f- h 2 

„x = +oo:-|- -j- h 2 

®er »orgclegten ©leidjung cntfpred;en fyiernad) feine reellen 
SBurjeln. 

Sn nur tu ng. ginbet man, baf? mebre SBurjrtn *n>ifd)Cit jmei 
unmittelbar aufeinauberfotgenbe gaujc ^aftlcn fallen, j. iV jiuifdien 3 
unb 4, fo trenne man foldie baburdj, tag man ganj analog ber Stäbe 
nad; für x = 3,1; ;t,2; 3,3 . . . fegt mic bie betreffenben ffcidjeiträbcn 
bitbet. (Stimmen bie äBurjcln auf eine ober nieljte Scdtnalftcllcu mit 
einanber übereilt, fo trennt mau biefetben itad) einem fpdter (,§. 130) ju 
letjreiibcu äkrfalften. 


§. 125. ^ttranlicit juv Hebung. 

SÖian foll für jebc feer nacffftcljcnten ©leidjuitgen bie Slitjal)! 
ber reellen SBur^eln beftiinmen unb nitgeben, jmifdjen melden 
jmei aufeinanberfolgenben ganzen 3dl)len biefelben liegen. 

1) x s — 12x — 1 = 0; 

2) x 4 -f- x :! -f- 3x 2 — x — 1=0; 

3) x 4 — 6x s — 9x 2 + 2x — 3 = 0; 

4) x 4 — 8x s — x — 1 =0; 

5) x 4 -f- 6x 3 — 3x 2 — 5x — 3 = 0; 

6) x 4 — 4x s -f- 3x 2 -j- 2x -|- 3 = 0 ; 

7) x 4 + 4x ; * — 3x 2 — 2x -f- 1 = 0. 

S. 12(5. t 3iät)miiig0mctl)iiöc tunt Wctuhm. 

9lad)bem mir im ißorftcljenben ein Söiittel fennen ge* 
lernt fyaben bie irrationalen Sßmyln von einanber abju* 
foitbern, fo loollen mir unö nun mit ben rerfdfiebenen SJtetfyoben 
befdjäftigen, rneldje baju bienen, foldjc SLUirjeln annälferungö* 
meife ju beftimmen unb ju biefem (Silbe junädjft bie 9femton* 
fd)e 9läl)erung0metl)obc erläutern. 

Söe^eidjuct a einen naljc an ber 2Bur$cl x ber ©leidfiing 
f(x) = X" + A.x"-» + A,X"- 2 + . .. -f- A„_,x -f--.A n = 0 
liegenben SBertl) unb man fe^t 

x = a -f- a 

in bie @leid)ung, fo fann man, megen ber tfleinfyeit »on «, in 
bem ®(eid}ung0f)oli;nom alle ©lieber, meldje a in einer f)öl)ereit 
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ffJotenj als in bcr ^weiten enthalten, gan$ aufier 2ld)t (affen. 
©?an befomnit babutd): 

a" -f- na"“ 1 « -f- A t a n—1 -f- (n — 1) A t a n ~ 2 « + A Ä a n_2 + 
(n — 2) A s a"“®« + A n _i a A n _i u -f- A n = 0 

ober 

a" + A x a"-' + A ä 


ni-2 


+ 


■+* A„_i a -f- A„ 


worauf folgt : 


-f-«|na" _1 + (n— l)A,a n ~-+(n — 2)A ä a n ~ ;i -(- . .. +■ A„_i] — 0 
ober f(a) -1- u f x (a) = 0*) 

f(a’) 

“ = f,(a)‘ 

ÜJlan fjat botjer in 

a, = a — £> 

einen ber Sßurjet nod) nä()er fominenben 2i*ertfo als a. 

93erfäl)rt man nun mit biefem 2Bert()e a, analog wie »orffin 
mit a unb fe^t 

x = a, + «, 

in bic urfprünglidje ®(eid)uitg, fo erljält man: 

f(%) + «i ("i ( a i) = 0, 

%) 


alfo 

unb fomit 


a, — 


f(«i) 
fi( a t) 


als einen noeff näfyer an ber SBurjel liegenben äßcrtl). 

3n btefer Sßcife faf>rt man fort ju operiren, bis bem für x 
gewonnenen äßertlje bie gewünfdffe ©enauigfeit entfpridjt. 

5BaS bie (Berechnung ber SBertffc oon f(a), f x (a), f(a t ), 
f,(a,), — anbefangt, fo gefdffef)t biefelbe am rafrfjefhit itacff 
bem in §. 93 gelehrten Burdan’fdjen ®wifton3oerfa^ren ; bcitn 
befanntlid) ift allgemein f(z) nicfjtd SlnbereS als ber (Heft, weldjer 
bleibt, wenn man baS ffjolpnom f(x) bureff (x — z) bioibirt. 


SBetfpiel. 

ß« fei f(x) = x 8 + 12 x — 10 = 0 

bie auf^ulöfcnbc ©leidjung. 

*) hierbei ift oorauSgcfeßt, baß f t (a) nid)t felbft febr Kein fei, toaä aber 
gcfdjcbeu barf, ittbern angenommen wirb, baß ber ®(eid)ttng f'(xi — t) feine 
g ( e i d) e it ober naßeju gtcidien Burjeln entfpvedjen. 

17 * 


Digitized by Google 



260 


^fünfter äbfdmitt. 


2Kan flnbet junödjft: 

f^x) = 3x 2 _[. 12 
Rj = — 4x + 5 
R, = -- 89 

unb Ijiernadj bie 3 e i £ ^ enre ^ en : 

f(x) fj(x) Bj R 2 3 e * c b cnwec &f e l 
für x = — oc : — -j- + — 2 

„x= 0: — — 2 

n x = 4~ “x : 4~ + — — 1 

®er ©leidjung entfpridjt fomit nur eine reeUe, pofitioe SBurjel, 
roeldje, wie fidj leidjt burdj ©ubjlitution ergibt, jwifdjen 0 unb 1 liegt. 

®a f(0) = — 10, f(i) = 8, fo liegt bie SBurjel näljer 
an 1 als an 0. 


9lun folgt 

für x = 0,5 : fix) = — 3,875 

„ x = 0,6 : f(x) = — 2,584 

„ x = 0,7 : f(x) = — 1,257 

„ x == 0,8 : f(x) = 4- 0,112 

alfo liegt bie ju fudjenbe Sßurjel jwifdjen 0,7 unb 0,8. 


©efct man nun in obiger (Sntroicfelung a = 0,7, alfo 
x = 0,7 -f- a, 
bilbet fj(x) = 3x s + 12 

unb beflimmt nadj §. 93: 

0j7 

0 ^ 0,7 + 0 = 0,7 

12 0,7 0,7 + 12 = 12,49 

— 10 0,7 . 12,49 — 10 = — 1,257 = f(0,7) 

0,7 


3 3 =3 

0 Q,7 . 3 = 2,1 

12 0,7 . 2,1 + 12 =13,47 


fo folgt: 

a — 

@3 ift bafjer 


f(a) _ 1,257 
fi(a) ~ 13,47 


= fi(0,7) 
0,093. 


x = 0,7 -f 0,093 = 0,793 
ein bem magren SBertlje näljer liegenber 2Bertlj. 


33ilbet man nun f(0,79) unb f x (0,79), ffiie folgt: 

0,79 

0 " " 0,79 + 0 = 0,79 

12 0,79 . 0,79 12 = 11,6241 

— 10 0,79 . 12,6241 — ■ 10 = — 0,026961 = f(0,79) 
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0,79 


3 3 = 

0 0,79 . 3 = 

12 0,79 . 2,37 -f- 12 «= 

fo erhält man: 

f(aj) 0,026961 

_ f i( a i) _ 13,8723 
(Sin weiterer ^fäberuugSroertb ift baber: 


3 

2,37 

13,8723 *= fi(0,79) 


= 0,0019 .... 


x = 0,79 + 0,0019 = 0,7919. 
güljrt man biefen SBertlj in bie oorgelegte ©leidjung fiatt x ein, 
fo refultirt f(x) = — 0,00049, toorauS beroorgeßt, baff 0,7919 
bem magren Sffiert^e fdjon feljr nabe liegt. 

©egt man nun x = 0,7919 -)- a a 
unb entmirfelt abermals a 2 , fo erhält man ein nodj genaueres 
SRefultat u. f. m. ®er maßre SZBertb ift 0,791942 .... 


§ 127. 'Jläfjcvuttjjsmctljü&c tton eagrattge. 

3eigt bie Unterfudjung, baß eine reelle unb, wie mir ju* 
näcfyft oorauSfeßen mollen, eine pofitice SBurjel ber ©leidjung 

*00 ■= 0 (1) 

jmifcfyen a unb a + 1 liegt, fo feße man in berfelben 



mo natürlich y x > 1 unb poftti» ift, unb entmirfle bie betreffenbe 
Steigung in y„ nämlid) : 

f(7i) = 0 (2) 

2)a nad) unferer 93orauSfeßung jmifdien a unb a -f- 1 nur eine 
pofttioe SBurjcl liegt, fo entfpricfyt ber ®leid)ung (2) auef) nur 
eine pofttioe SBurjel y x , welche größer als 1 ifi, weil anbern* 

falls aud) bem SluSbrucfe a + — meljre SBertße gufämcn, maS 

yi 

gegen bie 93orauSfeßung märe, baß jmifd)en a unb a + 1 nur 
eine SBurjel liegt. 

ginbet man nun baß bie pofttioe SBurjel ber ©leic^ung (2) 
jmifcfyen a 1 unb ^ + 1 liegt unb man feßt in berfelben 

y, -“ + k 

mo natürlid) y s > 1 ift unb entmidclt bie ®leid)ung 

f (y») *=* 0 (3) 
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fo enthält bicfc wieberum nur eine pofitioe SBurjel y a > 1. 
Slngcnommen biefe liege jwifetjen a 3 unb a 2 + 1, fo fejjc in ber 
©leidfung (3) 

■ ' , 1 
y 8 = a 2 + — , 

J 3 

n>o y a > 1/ entwirflc bie ©Iddjung 

f (y 3 ) = o, 

beftimme bie ©renjcit % unb a 3 + 1 bet pofttioen SButjel y 3 
unb fefcc 

>» — <%+ -> 


wo y 4 > 1. 

§äl)vt man in biefer SBeife fort gu operiren, fo erhält man 
fd)liejj(id) ben 9iäf)erung6roertl) in 5orm eine© Äettenbrucfycö, 
beffen SBertl) (eid)t rnict) 2d)(. I §. 86 beftimmt werben faitn. 

66 ift itämlid) nad) obigem ©ntwicfelungögange : 

x = a + " = a + r 


= a -j- 


. 1 

3!+ ä 




% 


i 


a 2+ 


a 3+ 



3>e mci)r man hierbei Hiartiainenner cntmitfelt, um fo genauer 
erfjält man natürlid) ben SBertl) »on x. 

3eigt bie llntcrfudjung, baß ber ©(eidjung (1) aud) negatioe 
SBurgcln entfpred;en, fo fcjje man, um biefe ju ermittein, guerfi 
— x ftatt x in bie »orgclegte ®leid)ung unb fud)c nun bie . 
yofitioen SBurgeln ber refultirenbcn ©leidjung 
f(— x) = 0, 

fo liefern biefe, negati» genommen, bie gewünfdjten negatioen 
SBurgeln ber ©Innung (1). 


»nmerfung. SSJir haben o6cn üorausi gefegt, bafi jroifdjen a 
unb a -j- 1 nur eine SBurjel ber (Slcid)ung f(x) -= o liege, fallen 
mehre ihrer Surjelu jmiid'cn biefe Wvcnjcn , fo finb biefethen junädhfi 
ju trcmicn. ®affelhc hat man atebanu andi hei beit Wlcicfnmgcu in y 
*u heobachten, ba jeber berfelhcn nun and) mehre innerhalb ber ent- 
ffjrcdjenben ©renjen liegenbe SBurjelu entfpredjen. 
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Seifpiete. 

1) @8 fei f(x) = x 3 — 3x — 4 = 0... (1) 

bie »orgelegte ©teic^ung. 

3)a f t (x) = 3x 2 — 3 = 3 (x 2 — 1) 

Iii = J+ 2 
Ra — — 3 

gefunben toitb, fo erhalt matt als 3 e ’^ cnte '^ en 

für x = — oo : 1 — 

/, x = 0 : 1 

„ x = -f- -so : -f- -|- + — 

unb ber (Steigung entfpridjt fornit eine reelle pofttioe SEButjel, toeldje, 
toie man leidjt finbet, jroifdjen 2 unb 3 liegt. 

Se^t man baljer x = 2 + i 

fo gefyt bie »orgetegte ©leidjung (1) übet in: 

yi 3 — |yi* — 3 yi — \ = o (2) 

unb man finbet leidjt, baff y t jtoife^en 5 unb 6 liegt. 

©efct man nun in ©leidjung (2) 

yi = 5 + 7 
y % 

fo gcljt biefelbe übet in: 

y s 3 — 9y 2 2 — |y* — | = 0 . . . . . (3) 

unb e« liegt y 2 jtoifdjen 9 unb 10. 

gür y 2 = ß + “ 

3s 

folgt feinet auä (3): 

, 465 a 108 6 

ya 191 y3 191 53 191 

unb ba Ijicrnadj y 3 jwifcfjen 2 unb 3 liegt, fo Ijat man, toenn bie 
Sntroidelung bamit abgebrochen wirb, 

x = 2 + j = 2 ~ = 2,1958 


Stnmertung. Set genauere Sßertf) ifl x = 2,195823. 

2) ©8 fei 

x 3 — 12x 2 -|- 14x — 4 = 0 
bie ju löfenbe ©leidjung. 

SDian übetjeugt fidj leidjt, baff biefer ©[eidjung 3 reelle 233urgeln 
entfpredjen, »on loeldjcn jtoei jioifdEjen 0 unb 1 liegen unb eine 
^toifdjen 10 unb 11.. Sine toeitere Unterfudjung teljrt, bafj »on 
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jenen beiben SBurjeln bie eine jmifdjen 0,4 unb 0,5, bie anbete 
jwifdjen 0,8 unb 0,9 fällt. 

©ejjt man nun x == 0 + — = — 

Ti yi 

in bte gegebene ©kidjung, fo refultirt : 

4yi® — 14 yj* -f 12y, — 1 = 0. 

$>iefer ©teidjung entfpretben, tote biefe« fein mufj, jwei pofitice 
SEBurjeln, »on melden bie eine jtoifd^en 1 unb 2, bie anbere jusifeben 
2 unb 3 liegt, ©oH nun junä<bft bie Heinere bet beiben gmifdjen 
0 unb 1 faüenben äBurjeht bet »orgelegten @kid;ung gefugt t»et= 
ben, fo Ijat man in bet testen ©lei^ung 


ju fefcen unb im Uebrigen aläbann teie bortjin ju »erfahren. 
SKan finbet: 


y* 3 — 

4y 2 * - 10y s 4 

= 

o; 

y 2 = 

5 

+ 

1 

y 8 

29y s 3 - 

- 25y s 2 — Hy 3 ~ 

- 1 

= 0; 

y* = 

1 

+ 

i 

74 

8y<* - 

26y 4 * - 62y 4 - 

29 

-= 0; 

74 “= 

4 

+ 

1 

7s 

isiy* 3 

- 114y 6 2 - 70y ft 

— 

8 = 0; 

y 6 = 

1 

+ 

1 

y« 

iiy 6 s - 

- 245y s * — 429y g 

— 

181 = Oj 

y« = 

23 

+ 

i 

V-T 

Solglidj 

tfl 






J 7 


2 + 


5+ 


4+ 


1-f— 

23 


834 

1811 


0,46052 


3ur Seftimmung bet jweiten SBurjel x 2 b nt man : 


4yi* - 

- 14y 4 2 

+ 12y 4 — 1=0; 

yi = 

1 

+ 

1 

y* 

y* 8 - 

- 4y 2 s - 

• 2y» + 4 = 0; 

y* = 

4 

+ 

l 






y 8 

4y 9 * - 

- 14y 8 * 

0 

II 

»“* 

1 

£ 

00 

1 

}’3 == 

4 

+ 

l 

y* 

ye 8 - 

' 72y 4 * ■ 

© 

II 

1 

£ 

CO 

1 

74 — 

72 

4- 

i 






y* 
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2452y B 3 — 5150y ft 2 - 144y B —1=0; y B = 2 + - 

7 » 

1273y s 3 — 8680y 6 2 — 9562y 6 — 2452 = 0; y 6 = 7 + i 

®a^er iß 
1 

*» “ T 




18539 

*22902 


0,809491 .... 


72- 


giiv bie jwifdjen 10 unb 11 tiegenbc 2öurjel Xj ftnbet man: 

• 1 

x 3 — 12x 2 -f- 14x — 4 =* 0; x <= 10 -j 

7i 


64}’i 8 


74 yi * 


18y, -1 = 0; 

29y s s — 26y s 2 — 118y, — 64 = 0; 
172y s s — 126 s * — 148y s — 29 = 0; 
131y 4 3 — 116y 4 2 — 890y 4 — 172 = 0; 


1 


yi = 1 + 7 , 

y * = 2 + £ 

y 3 = 1 +i 

74 ~ 2 + k 

368y 6 3 - 7 1 8y s 2 - 670y 5 - 131 = 0; y B = 2 + I 

J 6 

1399y g 3 - 874y g 2 — 1490y 6 — 368 = 0; y 6 = 1 + - 

Jl 

1333y 7 3 — 959y, 2 — 3323y 7 — 1399 = 0; y 7 = 2 + — 

78 

121 7y g 3 — 8837y g 2 — 708 9y 8 — 1333 = 0; y 8 = 8 + ^ 


@8 ift baljer 
1 


x. = 10 + 


1 - 


1 

2 + 


7 » 

==10 ^7' =10,729988 "" 


1 +- 


2 + 


2 +8 
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128. 9Jäf)mtnflötuetf)ot>e t>ou Corner. 


®« fei 

f\x) = x n + A 1 x n- ' 1 -f A 2 x n - 2 + . . . + A n _! x + A„ = 0 (1) 
bie »orgelcgte ®leicf)ung unb 


v _ „ l “1 i “2 i _«3_ 

0 10 100 1000 ' 

bie einzige reelle unb jwar pofitive gttJtfcfjen 

“o + jo unb «o 4 — — |ö^ — 
liegenbe SBurjel berfelben, fo ift 


• ( 2 ) 


(4) 


«o + JO W 

ein biefer SBurjel genäherter unb jwat fteinevet SBcrtl). Silbet 
man nun eine ®(eicf)ung, beten SBurjdn um a 0 + Heiner 
ftnb, als bie bet vorgclegten ®leicf)ung, nach §. 110 alfo : 

f (y)=y n +y n_lf n-i|«o+“o) + --- +yfi |" 0+ io) + ^" 0+ io) = °( 5 ^ 

fo entfpricfjt biefer jebenfaUS bie SflSurjcl 


, «S , “d . 

ioö ^ iooo " r ioooo ‘ r 


( 6 ) 


3 )a biefe Heiner ift als 


1 

10 


, fo erhält man einen genäherten SBertl) 


a 2 

IOÖ 


ber SBurjel ber ©Icidntng (5), wenn man barin bie höheren 


s 43otengen oon y »ernachläfftgt, alfo 


ober 


y f i| a « + xo 


100 


4- f 


«0 4” 


10 , 


= 0 


f («0 -f- 

f] b + ro 


( 7 ) 


fc&t- 

9Jlan befommt fomit bie erfte auf « t folgenbe, oon 9iutl 
»erfchicbene CDegimalfleüe , wenn man bas lefcte ®Iteb ber ©lei* 
d)ung (5) burch beit ßoefficienten bcS »Orienten ©liebes bioibirt 
unb nur bie erfte oon 91ull oerfd)itbenc Ouotientenjiffer beftimmt. 
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©ilbet man nun in analoger SBeifc eine ©leidjung , beren 
SButjcln um ^ Keiner ftnb, als bic ber ©leidjung (5), fo 

hat bie tranSformirte ©feidjuitg offenbar bic SBurjcl 

«8 , «« , 

1000 , 10000 * r • • ' • 

roefdje jebcnfatlS Keiner ifi als 2>urdj iBernadfjläfftgung ber 

höheren ^otenjen ber Unbcfanntcn erljält man aisbann eine 
©leidjung beS crflen ©rabeS, auS ber fiel) wie oorfjin ber Schlup 
ergibt, baj? bie nädjfte auf « 2 foigenbe oott Sflull »erfcfjicbene 
Dejimaiflelle erhalten wirb, wenn man wieber baS lejte ©lieb 
ber tranSformirien ©leidjung burefj ben (Joefficienten beS »Orienten 
©liebeö bioibirt. 

©anj analog bilbet man nun wieber eine ©leidjung, beren 

SBurjelit um Keiner ftnb, als bie ber »origen u. f. f. 

9Kan erfjält burefj biefeS Verfahren ber JRcifje nadj bie ein- 
zelnen 3)ejimalflellcn ber ju fuefjenben SBurgel. 


ättinerhmgen. 1) ereignet t-i ftcfi, baß wegen ber SSemad)-’ 
läfftgung ber ©lieber eine Uejimatfietle su groß ober 311 fleht ansfÄUt, 
fo ertennt inan folchcs fofort bei ber '-Bcfummnng ber itädjftfolgenben 

Dejimalftetle. SDenn ift 3. ©. ju Keilt, fo finbet man > 9 

unb man bat alSbann um eilte einbeit größer 311 nehmen unb « 3 

aufS Stenc ju beftimmen. 3ft 31t groß, fo dnbert in ber folgenben 

transformirten Steigung baä lebte ©lieb fein Heießen. Xcnn aisbann 
liegt bie SBurjel jrotfcbeii 


“0 + j-J, Ul 'b «„ + 


“1 

ln 



unb e$ miiffeit fomit 

f («. + *) <(.. + + 5 ,) 

üerfeßiebene Heießen haben. 

2) SJiefeS oon §orner gelehrte Serfaßren fttbrt im Allgemeinen uiel 
rafcher 3um 3iele aß bie beiben oorhergeheuben illetbobcn. ‘ 


©eifpiel. 

©inb bie SEBurjeln ber ©leidjung 

x 1 — 6x 3 - — üx s -f- 2x — 3 = 0 .... (a) 
ju ermitteln, fo ergibt baS belannte ©erfahren junädjfi, baj ber= 


Digitized by Google 


268 


fünfter ilbfdmitt. 


felben jtoei reelle äßurjeln entfpredjen, oon »eichen bie eine jtoifd)en 
7 unb 8, bie anbere jtoifchen — 1 unb — 2 liegt. 

Um nun juerft bie pofttice äBurjel ju beregnen, »eiche, »ie 
man leidjt ftnbet, jwifdjen 7,2 unb 7,3 fällt, fefce man nach (4) 


, a l 

a ° + Tö 


7,2 


unb bilbe eine ©leidmng beren SBurjeln um 7,2 Heiner ftnb al« 
bie ber oorgelegten ©leidjuttg (a). 

Stach §. 110. 3uf. ljot man: 

7,2 7,2 7,2 7,2 

W 22,8 


— 6 

1,2 

8,4 

15,6 

— 9 

— 0,36 

60,12 

172,44 

2 

— 0,592 

432,272 


— 3 

— 7,2624 




unb bie erfte tran«formirte ©leidjnng ^ei§t baljer: 

yt + 22,8 y> + 172,44 y» + 432,272 y x — 7,2624 •= 0 . . .fb) 

hieraus folgt nach (7): 

— 7,2624 

yi - IÖÖ “ 432,272^ ' 

unb e« ift fomit 

7,2 + 0,01 = 7,21 

ein genäherter 3Bertl> ber SBurjel ber Oleic^ung (a). 

Silbet man nun eine ©leidjung, beren SBurjeln um 0,01 

Heiner ftnb, al« bie ber ©leidjung (b), fo h“t «tun: 

0,01 0,01 0,01 0,01 

^ w w 2 ^ g4 


22,83 

173,1246 


22,8 22,81 22,82 

172,44 172,6681 172,8963 

432,272 433,998681 435,727644 

— 7,2624 — 2,92241319 

unb hiernach bie tran«formirte ©leidjung: 
yt + 22,84 yl + 173,1246 yl + 435,727644 y 9 

— 2,92241319 = 0 (c). 

@6 ift fomit 

y 2 _ JSL _ _ = 0,006; 

1000 435,727644 ' ' 

alfo 7,21 + 0,006 = 7,216 

ein britter genäherter S33erth ber ju fudjenDen SBurjet. 

ßntoicfelt man nun eine ©leidjung beren SSurjetn um 0,006 
Heiner ftnb al« bie ber ©leidjung (c), fo erhält man: 

0,006 0,006 0,006 0,006 


22,84 22,846 22,852 22,858 22,864 

173,1246 173,261676 173,398788 173,535936 

i 435,727644 436,767214056 437,807606784 

— 2,92241319 — 0,301809905664 
unb fomit al« tranSformirte ©leidjung : 
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y* + 22,864 y* -j- 173,535936 f a + 437,807606784 y s 

— 0,301809905664 = 0 (d). 

(58 ijt baljer 

a 4 — 0,301809905664 

ys — 10000 _ 437,807606784“ — ' 06 

unb 7,216 + 0,0006 = 7,2166 

ein nodf mehr genäherter äßerth ber SJurjel. 

Skrminbert man je(?t bie SBurjeln ber ©leichung (d) um 
0,0006, fo finbet man 

yj -f- 22,8664 yj + 173,57709436 yj -f 438,015874601184 y 4 

— 0,0390628637178864 = 0 
a(8 entfpreehcnbe @leid)ung unb hieran« 


5*4 


«4 

10000 


0,0390628637178864 
438,015874601 184 


0,00008. 


Stuf 5 üDejimalfteflen genau ift bemnadj bie SBurjel 
X ■= 7,2166 -f- 0,00008 = 7,21668. 

Um nun auch bie 3 »if<hcn — 1 unb — 2 liegenbe SBurjel 
3 u berechnen, »ertnanble man jiterft nach §. 98. bie ©leidjung (a) 
in eine anbere mit entgcgengefelyten SBurjeln. ÜJ?an finbet bafür: 
x 4 + 6x 8 — 9x* — 2x — 3 = 0 . . . . ( e ) 
$ie SBurjet biefer ©leichung liegt, mic man fleh leicht überjeugt, 
jmifchen 1,5 nnb 1,6. IBernjanbelt man baljer bie ©leichung (e) 
in eine anbere, beren SBurjeln um 1,5 Keiner finb, u. f. f., fo er= 
hält man nach bem oben angegebenen SRechnungSmedjanidmuö : 


1,5 


6 

— 9 

— 2 
— 3 


0,03 


hb U 

7,5 ^ 9 

2,25 15,75 

1,375 25 

— 0,9375 

a i 0,9375 
100 ~ 25 


1,5 


10.5 

31.5 


12 


= 0,03 


0,03 


0,03 


0,03 


12 12,03 12,06 

31,5 38,8609 32,2227 

25 25,955827 26,922508 

— 0,9375 — 0,15882519 

«3 _ 0,15882519 

1000 ~~ 26,922508 
0,005 0,005 


12,09 

32,5854 


12,12 


= 0,005 
0,005 


0,005 


12,12 12,125 12,13 

32,5854 32,646025 32,706675 

26,922508 27,085738125 27,2492725 

— 0,15882519 — 0,023396499375 

a K 0,023396499375 
10000 _ 27,2492725“ 


12,135 

32,76735 


0,0008 


12,14 
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bie SBurjet ber ©leidjung (e) ift fomit = 1,5358 . . alfo bie 
negatiwe SJurjel ber ©leidjung (a) = — 1,5358. 

§. 129. Regula falsi. 

©ne anbcre feljr praftifd)e 50?ett>obe $ur -Sluffinbung irra< 
tionalcr Sßuqeln ift bie unter bein -Kamen Regula falsi befannte. 
Um biefelbc ju entmitfeln, feien a unb ß jmci, ber 2Bur^el w 
ber ©leicfjuitg 

f(x) = 0 

genierte 2ßertf;e, fo baf gefegt merbcn fann: 

w = « + S x unb aucf) w = ß -f- ß 2 
i»o unb S 2 fel)r fteine 2Bcrtl)e bebeuten. 

9fad) §. 86. (6) l)«t man bann: 
f(w - Sß) = f(w) - «rj f,(w) + ßf f 2 (w) - . . . ± d? f„(w) 
f(w _ ß 3 ) = f(w) - d 2 f t (w) -f- f,(w) — . . . ± f, 
©erüifjtcfjtigt man nun, baf w eine SBitrjel ber ©leidjung, 
alfo f(w) = 0 ijf unb baf dj unb ß 2 feljr flein angenommen 
mürben, man alfo alle Ijöljcren fßwtenjen biefer ©röfen auf er 
Slcfjt laffen fann, fo gefen bie worfiefjenben ©leidjungen über in: 
f(w — d x ) = — d,. f x (w) 
unb f(w — d 2 ) — — ß, f,(w). 

®urd) 3)iwifton erljült man fierauS : 

f(w fj, ) d, 

f^w — d 2 ) — d s 
f(«) w 

m 


ober aud) 


0 ) 


w — ß 

moburd) fofgenbe flieget auögebrücft mirb: 

Unter ben gemachten SJoraudfe&itngen werljalten 
fid) bie fteljler ber Dtefultate »wie bie gefjler ber 
© u b fit t u t i o n e n. 

2lu<5 (1) finbet man 

w _ ßK<*) - « f(ß) , ( ß — “) f ( «) (2) 

" ~ •*©)''-- w = + f(«) - m 

alö einen bem mal)ren SGertfe w um fo nufer fommenben 2ßertf, je 
Keiner bie ©ubfiitutiondfefler w — « unb w — ß ftnb. ©ringt 
mau ben nad) (2) gefunbenen fRäferungdmcrtl), mefdjen mir burd) 
w, bejeidjiten moflen, mit bem genaueren ber beiben SBertfje a 
unb ß, alfo j. ©. mit ß, ober einem anberen ber SBurjcl nod ) 
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näffer foinmenfctn Sßcrtlfe fo in SSerbinbung, baß w, nun bic 
Solle von a übernimmt, fo finbet man nad) (2) einen weiteren 
SBcrtij w 2 , weiter ber mirflidjtn Üßurjcf noef) mil)ct liegt, als Wj. 
3n biefer ffieife fann man fortfatjrcn SBertfye von immer größerer 
©enauigfeit ju beftiminen. 

ftumcrfnngen. 1) Cbiger (I), mcldier für @leid)imgcn 
ooiu ^weiten ®rabe au nur aituiperntD riditig ift, hat für folclje bcö erften 
WrabeS ootlc ©iltigfcit, wie man fid; burdi ISinfübrung ber betreffenden 
Berthe aus ber Wteidnnig 

t\x) = ax -|- 1) — 0 

in obige (S(eid)iutg (1) iiberjeugt, loeuu mau jbabei berütffidjtigt, baß 



21 ®ic in Slorftehenbem cutioidelte lUetbobe gewährt beit Slortffeit, 
baß fid) mittelft berfelbeit audi tranScciibentc ®(eidmngen aufR'feit taffen, 
wie bies bei iiadiftetjenbeu 'öcifpiclen gejeigt werben foti. 


SBcifpiete. 

1) 3jt f(x) = x 3 + 12x - 4 = 0 

bie gegebene ©leidjung, fo finbet man halb, baß berfelbeit nur eine 
reelle, $wifdjen 0,3 unb 0,4 licgenbc SlBurjel entfpridjt. ©c( 3 t man 
barum in (2): 

« = 0,3; ß = 0,4; f(«) = — 0,373; f(/?) = 0,864; 
fo folgt: 

w, = o,s + 0) 373- 1 |: 3 o; 864 = °' 33 ' 

©ubftituirt man nuit in (2): 

. u = 0,3; ß = 0,33; f(«; == — 0,373; t(ß) = — 0,004063, 
fo wirb 

W * = °' 33 + 0,878-0^068 “ 0 ' 3303 ' 

Süfjrt man ferner 

« = 0,33; ß =» 0,3303; f(«) — — 0,004063; 

t(ß) = — 0,0003671 
in (2) ein, fo refultirt: 

„oo , 0,0003.0,004063 

w. t — 0,33 4“ " * ~ 0,330329. 

J 0,004063 — 0,0003671 


ft inner tu ng. Xurdi Einführung biefeS SBertpeS w„ in baS ge 
gebeite ®leid)mig3polt)tiom ftatt x finbet man, baß o, 330329 ber Sßurjel 
fdioit febr nabe liegt. 

2) (Sine Summe von 40000 2)iarf ift in ber ÜBeife jurüd= 
jujaljlen, baß 21 3aljve lang am Snbe eines feben OaljreS 1600 ÜDfarf 
unb mit ber leßten ^aßlung am (Silbe bes 21. OaljrcS nodj außer= 
bem 1228,48 üWarl abgetragen werben. 2Bie viel fßrojent würben 
hierbei in fHedjuung gebradit V 
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Sluflöfung. 

äejei(gnet p bie jagrlicgen iprojente unb matt fegt ** = q, fo 

h 

gat man: 


40000 = 


1600 (l,0q 4Ä — 1) , 1228,48 

T 


(l, 0 q — 1 ) l, 0 q 4 * ' l, 0 q 4 * 

toorauö folgt, toenn man bet fiürje galfeer l, 0 q = x fegt, 
x 4S — l,04x 42 — 0,0307 12x + 0,070712 = 0. 
üftan finbet nun leügt, baß ber gier ju geferau<genbe SBertg 
oon x jtoifegen 1,02 unb 1,03 ju negmen i|t. pr x = 1,02 
folgt f(x) = — 0,163981 unb für x = 1,03 wirb f(x) = 
+ 0,111794. 

©egt man bager in (2): 

cc = 1,02; ß = 1,03; f(a) = — 0,163981; i(ß) — 0,111794; 
fo folgt: 

! 02 4 . 0,01 .0,163981 _ 

A i conoi I «iinn. — 


1 1 0,163981 + 0,111794 

©ufejlituirt man nun in (2): 


a = 1,0259; ß 
fo ergält man: 


= 1,0259 — 


1,03; f (ex) = — 0,00206; f(ß) 
0,0041.0,00206 


0,111794; 
= 1,0266. 


Ä ., 0,00206 + 0,111794 

Pr a = 1,0266; i(cc) = — 0,001174; ß = 1,027; 


i(ß) = — 0,00064 finbet man ferner: 

i _L 0,0004.0,001174 
w 8 = 1,0266 -f- 


1,02747. 


0,001174 — 0,00064 
SEÖie man fteg bureg Sinfügrung biefeS SSertgeS flatt x in bie 
©leiegung leidjt überzeugt, liegt berfelfee bem toirftiegen SSSertge fegen 
fegr nage unb man fann barum fegen: 

l,0q = 1,02747 

alfo q = 2,747 

unb fomit p = 2q = 5,494%. 

3) 35ie tranScenbente ©leiigung 


aufjulöfen. 


Sluflöf ung. 

©(greifet man bafür 

2x log x = log 30 = 1,4771213, 

fegt alfo 

f(x) = 2x log x — 1,4771213 = 0, 
fo finbet man leiegt, baß x jroifdjen 2 unb 2,3 liegt, ©egt man 
bager in (2): 

a = 2; ß = 2,3; f(a) = — 0,2730013; t(ß) = 0,1868265; 
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fo folgt : 

_ 0,3.0,2730013 

Wj — + 0,2730018 + 0,1868265 “ ' 

Sür « = 2,17; ß = 2,2; f(«) = — 0,0108863; 
= 0,0295385 ttirb 


= 2,17 +- 


0,03.0,0108863 

0,0 108003 + 6,0295385 


2,18. 


m 


gür a = 2,18; ß = 2,2; f(a) = — 0,001451; i(ß) 
= 0,0295385 felgt: 

w _ 2 18 4 0,02.0,001451 __ 

3 “ ' 8 + 0,001451 + 0,0295385 “ 2,18 ° 9 - 
giir « = 2,1809; ß = 2,2; f(«) = - 0,00000; f(ß) 
= 0,0295385 refultirt: 

w 4 = 2,1809 + „0,019^0,00006 _ = 

4 0,00000 + 0,0295385 


©c£t man in ber gegebenen @lcid)ung x = 2,18093, fe 
mirb f(x) — — 0,000013 unb ber 2öcrtf) w 4 ift fomit fdjon feljr 
genau. 


§. 130. Jvcumiitg mcljrcv ttaljc.yt ßlcitfjei- Hörnlein. 

©e&en mir junädjfi vorauf, feie ®(eid)ung 
f(x) = x n -f- Aj x n— 1 + . . . + A„_i x -f- A n == 0 (1) 
habe jmci na^eju gleiche g. SB. in ben ©anjen « 0 unb ben r 
Dtjimaljiffcrn « 1( «*, ... « r mit einanber übereinflimmenbe 
SBur^eln. Jpat man nad) irgenb einer ber oben gelehrten 9J?e; 
tljoben gefunben, bafi bie SBurjeln ber ©leidjung (1) jmifdjen 

«o + yq unb «o + — 1 - ^— liegen unb man »erroanbelt bie* 

felbe in eine aitbcre, beren 2Bur$eln um <* 0 + ^ fteiner jinb, 

fo enthält bie refultirenbe ©[eidjung 
f(y) =* y n + Biy" -1 + . . . + Bn-iy -f- B n = 0 (2) 
äwei 2ßurjeln , njeldjc 0,0 « 2 « 3 ... a r gemeinfd)aft(id) haben 
unb ftef) erft mit ber (r -f- l)tcit IDejimalftcOe trennen. 

SSerticfftdjtigt man nun, bafi bie beiben nat>ejii gleichen 
SBurjeln ber ®(eid)ung (2) feljr flein finb, man alfo, rnenn eö 
fid) nur um einen annä()ernben 2öertl) hantelt, biejenigen ©lieber 
ber ©leidjung (2), welche y in einer l)ö()eren als ber ^weiten 

©yity, allgrmeiue 9tritbnicti(. II. 2. 9lufl. 18 
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s 43oteng entljaften, »crnacfjläffigcn fann, fo erhalt man annäfyemt) 
richtig : 

B n - 2 y 2 H - Bn— i y + B n = 0 (3). 

Da ferner bie gu fudjenbe SBurgel naf)egu ald eine gweifacfje 
angefehen werben fann, fo enthält nach §. 106 bie fjierauö ab» 
geleitete ©leichung 

2B n _ 2 y + B n _i = 0 (4) 

biefe!6e SBurgel annähernb. 

2luö (4) ergibt ftch aber fofort 


unb burch (Elimination »on B„_ 2 

y = — 


au6 (3) unb (4): 
2B„ 

Bn — 1 


( 6 ). 


Da nun bie beiben Sluöbrücfe (5) unb (6) naljegu benfelben 
SGBertf) für y liefern, fo erfemtt man barau8 leicht, ob beibe 
SBurgeln aud) bie gweite Degimalgiffer a 2 gemeinfchaftlich haben. 
3P biefed ber gall, fo »erwanble man bie (Gleichung (2) in eine 

anbere beren SBurgeln um ^ fleiner ftnb unb »erfahre analog 


wie »ort)in, um gu unterfudjen, ob bie britte Degimalfielle « s 
eine gemeinfchaftliche ifi. 3tt biefer SBeife fährt man fort gu 
operiren, bid man bei einer Degimaljlelle anlangt, für weld)e 
bie beiben SBurgeln ftd) trennen. Die ©ejiimmung ber übrigen 
SBurgelgiffem ber gwei SBurgeln gefc^icfjt a(6bann nad) früherem. 

Sehen wir brei naljegu gleiche SBurgeln ber ©leichung (1) 
»orauö, fo führt eine gang analoge Betrachtung wie »orl)in gu 
bem Schluffe, bah annähernb bie brei ©leichungen begehen: 


Bn- 3 y 3 + B n _ 2 y* 4- B,,_i y + B„ - 0 (7) 

3B„_ 3 y* + 2B„_ 2 y + B„_, = 0 (8) 

6B q _ 3 y + 2B n _ 2 = 0 (9). 

2lu« (9) folgt 


unb wenn man B n _3 au6 (9) in (8) unb (7) einführt: 


B n _ 2 y + B„-i = 0 (10) 

2B n _ 2 y* + 3B„_i y + 3B„ = 0 ... (11) 
unb nun B„_ 2 auö (10) in (11) einfe$t: 

B n _ 1 y + 3B„ = 0 (12). 
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2lu« (10) unb (12) ergeben ftch bie Sßerthe: 


y 


Bn— 1 

Bn— 2 


unb y 


3B„ 

Bn — i 


unb au« ber Slnwenbung ber brei SBertlje 

B n _ 2 B n _i 3B n 
3B^' “ KI' ~ KI, 

auf bie aufeinanberfolgenben tran«formirten ©leichungen laffen 
fid> nun leicht bie ben brei Söurjeln gemeinfdjaftlicJjen DejimaU 
fiellen btftimmen. 


Sür vier nahezu gleiche SBurjeln ergeben fich au« ben vier 
ftäherungögleichungen 

Bn— 4y 4 + B n _ 3 y 3 -f- B„_ 2 y 2 + B„_jy + B n == 0 
4B„_4y s -f- 3B n _ 3 y 2 -)- 2B n _2y + B n _i = 0 
12B n _ «y 2 -f- 6B„_ 3 y -|- 2B n . 2 = 0 
24B n — \ y -)- 6B n _3 = 0 

burch analoge (Slimination wie «orfan bie genäherten SBurjeU 
auöbrücfe: 


B n _ 3 2Bn_ 2 3B n _i 4B„ 

4B n ^,' 3B n _,i' 2B n _ 2 ' Bn.,’ 

Slügemein erhält man für m nafaju gleiche SBurjeln: 
Bn rn— 1 2B n — m -f-2 3B n — 

mBn- m (m 1 )Bn — m-f -1 (ui 2)B n — m +2 

(m— 1)B„_, _ mB„ 

" 2B„_ 2 ' B„_V 


Änittertiniij Skjeicfjnet man ben gemeinfcfwftlitben Söertb biefer 
SBtildie burcb — ' unb fcfct B n — kb“>, too atfo a, b, k befiimmte 

2L 

3 af)ltu bebeuten, fo folgt aud: 

mB n _ b (m — l)B n — l _ b (m— 2 )B n — 2 _ b 
Bn — i a' 2 Bn — 2 ~~ a' 3 Bn — 3 — a' 

bet fRei^e nad;: 

Bn— l = mkab n| — i 


■ Bn— 2 


m — t a 

2 b 


Bn — 1 


“S?=ö ka*b“— 4 


Bn— 3 — 


m(m— l)(m— 2 ) 
1.2.3“ 


ka a bm — 3 


(Sb ift habet 

Bn Bn— , y -f“ Bn — ey 4 -j- . . . Bn-- my m 

= k ^b"> mab 1 ”— 1 y a 4 b“>— 4 y 

-= k Uy + b) m . 


+ -] 
16* 
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^fünfter Stbfd&nitt. 


Sie (m+t) testen (Stiebet bet (Sleidjung 
y n -f* y n ( -f* . . . -f- Bn — 2 y a -f- Bn— ly -f- Bn = 9 
jlimmen baljer natjeju mit k(ay + b>n übereilt. 


Söeif ptctc. 

1) fDian überjeugt ftt^ nacfj Qirüljctem teilet, baß $wei ber 
brei SBurjeCn bet ©leidjung 

f(x) = X 3 — 526x 2 + 1990x — 1889 = 0 
jwifdjett 1,9 unb 2 liegen. Slerwanbelt man nun bie ©leidjung 
in eine anbere, beten äBuvjeln um 1,9 Heiner finb, fo erhält man: 
(p{ y) = y 3 — 520, 3y 2 — 2,03y — 0,001 = 0 
unb hieraus nadj (3) unb (4): 


unb 


2B n _ 2. 0,001 
Bn— i 2,03 

B n _ i 2,03 

2B n — 2 2.520,3 


= 0,00098 . . . 
= 0,00195 . . . 


2>ie beiben Sffiurjetn ftintmen fomit auf 2 ©ejinialfteHen überein, 
beginnen mit 1,90 unb finb nun als getrennt ju betrauten. 9J?an 
finbet weiter, bajj bie eine ber SJBurjeln ber ©leidjung y(y) = 0 
jwifdjen 0,003 unb 0,004, bie anbere jwifdjen 0,0005 unb 0,0006 
liegt unb erhält nadj ber $orner’fdjen SDietljobe: 

yi = 0,003373; y 2 = 0,000576. 

®ie entfpredjenben äBurjeln ber eorgelegten ©leidjung f(x) == 0 
finb baljer: x t = 1,903373; x ä — 1,900576 

unb al6 britte äBurjel ftnbet man: 


x s = 522,196051. 

2) 3fi f(x) = x 3 — 1806x 2 + 7332x — 7450 = 0 
bie gegebene ©leidjung, fo ergibt fid) leidjt, bajj biefelbe jWei jwifdjen 
2 unb 3 unb jwar nalje an -2 liegenbe SBurjeln Ijat. Silbet man 
nun eine ©leidjung, beten SSurjeln um 2 Heiner finb , als bie ber 
©leidjung f(x) = 0, fo folgt bafür: 

. y 3 — 1800y 2 + 120y — 2 = 0 
unb man finbet nadj (3) nnb (4): 


2B n 
B n -i 
B n — i 

2Bn— 2 


12 Ö = °'° 33 


120 

3600 


0,033 


Serminbert man bie äBurjeln ber oorfteljenben ©leidjung nun 
um 0,03, fo refultirt als entfpredjenbe ©leidjung: 

y 3 — 1799,91 y 2 -f- 12,0027 y — 0,019973 = 0 
unb fyiernadj wirb 


2B„ _ 0,039946 
B„_i " 12,0027 

Bn— i 12,0027 

2B„— s ~ 3599,82 


= 0,00332 . . . 
= 0,00333 . . . 
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®unf) 3krminbcrung ber SBurjeln ber (egten @(eid;ung um 
0,003 geht biefelbe über in: 

y 3 — 1799,901 y* + 1,203267 y — 0,000164063 == 0, 
woraus folgt: 


2B n 
B n — 1 
B n — ) 

2 B n — a 


0,000328126 „„„„„„„ 

— — = 0,000272 

1,203267 


1,203267 

3599,802 


= 0,000334 


2)ie SÜBttrjeln finb fontit als getrennt ju betrachten. 

©egt man nun in ber legten ©leidjuttg ber 5Reige nadj 0,0001 ; 
0,0002; u. f. w. ftatt y, fo überzeugt man ftdj halb , baß eine 
SBurjet jtoifegen 0,0001 unb 0,0002, bie anbere jwifdjen 0,0004 
unb 0,0005 liegt. 

Um bie erfte ju beftintmen, octminbere man bie ÜJurjeln ber 
©leidjung um 0,0001, fo erhalt man ftatt berfelben: 
y 3 — 1 799,9007 y* + 0,84328683 y — 0,000061735309 == 0 
unb würbe hieraus nach ber .fporner’fdjen äRetgobe als genäherten 
äßertg finben: 


0/100061735309 

0,84328683 


0,0000732. 


®a aber biefer SBertg beS großen (üoefficienten uon y s wegen 
zweifelhaft ift, fo fege man jur Prüfung für y ber SReige nach 
0,00007; 0,00008; 0,00009; 0,0001 
in bie ©Ieidjung. 3lu8 ben für baS ‘■ßolgnom hiernach refultirenben 
SÜBertgen erlennt man alSbann fofort, baß bie Sffiurjel jwifeben 
0,00009 unb 0,0001 liegt, alfo 0,00007 in ber f£gat ein uttbraud)= 
barer SSßertg ift*). 3)ie entfgredgenbe Sffiurjel ber urfprünglidjen 
©leicgung f(x) = 0 ift fomit 


x, == 2 + 0,03 + 0,003 + 0,0001 + 0,00009 = 2,03319. 


Um nun bie jwifegen 0,0004 unb 0,0005 liegenbe SBurjel 
obiger ©leicgung 

y 3 — 1799,901 y 3 + 1,203267 y — 0,000164063 = 0 
ju beftintmen, eerminbere man bie Süßurjeln berfelben junädjft um 
0,0004. 2Ran ergält bann als entfpreegenbe ©ieidjung : 
y 3 — 1 799,8998 y 3 — 0,23665332 y + 0,000029259704 = 0, 
woraus fug ergeben würbe: 


y = 


0,000029259704 
~ 0,23665332 


= 0,00012 . . . 


®a Diefer SBertg fetod) nicht richtig fein fann, welches eine 
ftolge beS großen ©oefficienten oon y* ift, fo beftimme man burd) 
©ubftitution bie ©renjen ber SBurjel. 2Ran finbet, baß biefelbe 


*) 3u tiefem fRefultate hätte auch baS Serfatjren nach ter Snmertung 
ju §. 12 b geführt. 
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jmifdjen 0,00007 unb 0,00008 liegt, atfo für bte ju fudjenbe 
SBurjel 

x 2 = 2 4- 0,03 + 0,003 + 0,0004 4- 0,00007 = 2,03347. 
(Snbtid^ erhalt man für bie britte Sßurjel 

x s = 1801,93334. 

§. 181. Sluigaöen jur Hebung. 

2)ie reellen SBurjefn ber nac^ftefjenben ©feiefjungen ju 
beftimmen : 

1) x 3 — 9x 2 4- 15x — 5 = 0. 

2) x 3 — 9x 2 - 12x 4- 24 = 0. 

3) x 4 4- x 3 4- 3x 2 4- llx 4- 2 = 0. 

4) x 4 4~ 4x 3 — 6x 2 4- 2x — 1 = 0. 

5) x 4 4- x 3 4- 3x 2 — x — 1 == 0. 

6) x 4 — 8x 3 — x — 1 = 0. 

7) x 4 4- 6x 3 — 3x 2 — 5x — 3 = 0. 

8) x 4 — 2x 3 — 3x* 4" x 4 1 = 0. 

9) x 4 4 4x 3 — 3x 2 — 2x 4- 1 = 0. 

10) x 4 — x — 6 = 0. 

11) x 4 — 4x 8 4- 3x 2 4- Hx 4-1=0. 

12) x 4 — 2x 3 4* 9x 2 4- 5x — 1 = 0., 

13) x 4 — 8x 3 4 9x 2 4 2x — 1 = 0. 

14) x 4 — 10x 3 4- 12x 2 — 8x — 1 = 0. 

15) x 1 — 8x 3 — 5x — 10 = 0. 

16) x 4 — 2x 3 — 6x 4 3 = 0. 

17) x 4 4- 10x 3 — 4x — 10 = 0. 

18) x 4 4 6x 3 — 4x — 6 = 0. 

19) x 4 — 4x 3 4- x 2 — 2x 4- 1 = 0. ) ' t 

20) x 3 — 10x 2 4- llx — 3 = 0. \ J aC ^ ) tr aWc ^ obe 

21) x 3 4- 6x 2 — 8x 4- 2 = 0. ] Lagrange ! 

22) x 4 4- 15x 2 4* 2x — 3 = 0.' 

23) x 6 — 5x — 10 = 0. 

24) x 6 — 4x 4 4- 6x 3 — 8x 2 4 x — 1=0. 

25) x ö — 12x 4 4- 44x 3 — 117x 2 4- 304x 4- 102 = 0. 

26) x 5 — 5x 4 4- 5x 3 + 10x 2 — 15x — 1 = 0. 

27) x 6 — 24x 4 4- 221x 3 — 946x 2 4- 1740x — 902 = 0. 

28) x B — 6x 5 — 66x 4 — 134x 3 4- 1223x 2 4- 2500x 
4- 2562 = 0. 

29) x s 4 2x 6 — 56x 4 + 4x 3 4- 380x 2 4 304x — 96 = 0 
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30) x s 4 - 12x B + 4x 4 — 332x s — 852x 2 — 104x 4- 720 = 0. 

31) x 6 — 6 x s 4- 3x 4 — 2x s 4 - 3x 2 — 6 x 4 - 1 = 0. 

32) x 6 — 6 x 5 4 - 3x 4 — 4x 3 4- 9x 2 4 - 6 x 4 - 1 = 0. 

33) x 6 4- 6 x B 4 - 9x 4 — 6 x 3 - 18x 2 4-7 = 0. 

34) x 6 — 12x fl 4- 54x 4 — 102x s 4- 45x 2 4 - 54x 4 - 2 = 0. 

35) x 6 4 - 6 x 6 4 - 3x 4 — 20x 3 4 - 3x 2 4 - 6 x — 4 = 0. 


c) Äuflöftmg »er Mnomlfdjtn uni trfnomifdjtu «Uittinngni. 


§. 182. «uflöfuttß Her Mnomifdjen ©Icirfjunflen. 


1) 3ebe ©Icidjung von ber gorm 

y n + a = 0 

fyeifit eine bittomifdje ©leiefjung. 

©efct man hierin y” == ax n , 

n 

alfo y = x Y~a, 

fo gefjt biefelbe übet in 

x n 4; 1 — 0 (1) 

$a fid? fyiernact) iebe binomifc^e ©leidjung auf bie einfachere gotm 
(1) bringen lafjt, fo »erben roir auefy nur biefe unferen ttad)* 
foigenben ©etracfytungen ju ©tunbe legen. 

2) ©etraclften mir guerft bie ©leidjung 

x n _ 1 = 0 ( 2 ) 


fo folgt barauö unmittelbar: 

x = /+~I 


ober 
x = 


|/+ 1 


4k3t 

cos 

n 


^ i sin 


4k SR») 

n 


(3) 


*) SRad) feer SKotore’fdjen Formel (XM. I. §. llßa,3uf. 3) ift nämttdi 

. i a . . it 

(cos a + i sin <*)« = cos - + 1 sin — . 

»ejeiebnet nun k eine ganje pofitiue ober negatioe 3af|l unfe man fefet 
in Borftefjenfeer ÜHeidjung a 4 - 4 k 81 ftatt o, alfo 

sin /„ -f. 4 k 9i) = sin « unfe cos (« 4- 4 k 81) = cos n 
fo gebt biefelbe über in 


I « 4 - 4kl 
(cos a + i sin a) n = cos — - 


+ i sin 


« 4- 4 k 'S 


unfe wenn man bien« « = <> W& refuttirt: 

» " 4 k fl 4k8t 

1. = y'x — cos ± 1 Bin . 
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fünfter Äbfcfinitt. 


2Jud tiefem 2lu£bru(fc erhalt man fänimtlicfje n SBurjeln 
ber ®leiri)nng (2), meint man barin ber 9lcif>c natfj ftatt k bei 
einem geraben n bic 2Bertl)c 

0, 1, 2, 3 

uitb bei einem ungerabcit n bie SBertije 
0, 1, 2, 3, ... . 
feot. 

''Dian befommt n^tmtid) 

1) wenn n gerabc ift: , 

, , 4» , . . 49? 89? , . . 89? 

+ 1 ; cos — T i sin — : cos + i sin — ; 

n — n n — n 


2(n-2)5 )i , . . 2(n-2)9t 

.... cos + i em — — ; — 1 ; 

n — n 

2) meint n ungerabe ift: 

- 4» ... 4» 89t , . . 89t 

-f- 1 3 cos — + i sin — 3 cos — + i sm — ; 


2(n-3)9t , . . 2(n — 3)9t 

.... cos — + i sin — ; 

n — n 

2(n — l)9t , . . 2(11—1)» 

n n 


n 

3in erften Salle hat alfo /+ 1 jmei reelle SBurjeln, 
im anberen Salle nur eine. 

3) 93ilbet man ba$ ‘4^obuft ber ben jmei coniugirteit 
SBurjeln 

4k9? , . . 4k9? . 4k9? . \ 4k9? 

cos f- i sm unb cos — i sm 

n n n n 

entfpree^enben SBurjelfaftoren 


x 



4k9? , . . 4k9?\ . 4k9? 

+ i sm — unbx — cos 

n n / ln 


. . 4k9? 

i sm 

n 


fo erhält man baö reelle ^öbuft 

41c sw 

x 2 — 2 x cos -f- 1 (4) 

Srfct man Ijierin für k ber 9?ei()c nach bie oben angeführten 
•SUertlje unb berücfftchtigt, bafj für k = 0, brr $aftor x — 1, 

unb bei einem geraben n für k — ° ber Saflor x -j- 1 nur 

<u 
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einmal ju nehmen ift, weil j/ + 1 bic 2Burjcl -f- 1 nur ein* 
mal unb im ^weiten Salle bie SBurjel — 1 nur einmal enthält, 
fo erhält man fänxmtlittje quabratifebe Safloren bed 99inom$ 
x" — 1. 


2Ran l)at baljer, 

1) wenn n gerabe ifl: 


x" — l=(x — l)(x-}-l)|x J — 2xcos^+l j |x s — 2xcos-~-t-l| . . . . 
.... |x 2 - 2x cos + lj 

49t 


2) wenn n ungerabe ifl: 
x“ — 1 = (x — l)|x 2 — 2xcos~-(-l||x 

2(n — 1) 


2i “'-“+4... 
II 


x 2 — 2x cos — 


^9i + 1 


33eifpiel. 

1) 3ft x 2 — 1 = 0, 

alfo n = 2, fo ljat man nad; (3): 

4k9t , . . 4k9i 
x = cos - +■ i sm — — 

« z 

unb erhält bieraud, wenn man k = 0 unb 1 fefct, bejüglidf 
x = co8 0° = -f- 1 unb x = cos 29t = — 1. 

2) 68 fei x 3 — 1 = 0, 

alfo n = 3 unb nadf (3): 

4k9t , . . 4k9t 
x = cos + i sm — — , 

fo ergibt fidf b^ 011 ® 

für k = 0 : x = cos 0° = -f- 1 

491 49f 

„ k = 1 : x = cos — + isin — = — cos 60 ° + isin 60 ° 
3 ö 

--i± ;»'> = J<- *±‘r3). 

Die 3 Sßurjeln ftnb fomit: 

+ i, ~ (- i + i rs), 2 (- 1 - 1 r 3). 

4) ©eben wir nun ^ur Unterfucbung ber ©leiebung 

x n -j- 1 = 0 (5) 

über, fo erbalten wir b<crau« fofort: 
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fünfter äbfdmitt. 


0, 1, 2, 3, 


" (2k4-l)23t • (2k+l)29t*) /ß x 

x = V — 1 = cos - — - — +ism v ~ — .... (6) 

«Dian ftnbei I>ieraud fämmtli<f)e n SBurjeln btt ®leidjung (5), 
wenn man btt 9leif)t nad> ftatt k bei einem getaben n btt 
2Bertf)t 

0, 1, 2, 3 | - 1 

unb btt einem ungeraben n bie 2Bcrtlje 

n — 1 

• ~T~ 

W- 

«Dian befommt nämliify, 

1) wenn n gtrabe ifi: 

291 , . • 29t 691 . . 691. 

cos — -f- l sin — ; cos — + i sin — , 
n — n n n 

109t , . • 1091 

cos — — + i sin f .... cos 

n n n 

2) wenn n ungerabe iji: 

291 . . 291 691 ... 691 

cos - — +i sin — ; cos — i i sm — - ; 

n — n n n 

10SR . - • 1091. 

cos — ± i sm — } . . . . cos n 

5) Silbet man «lieber baö $ßrobuft bet ben conjngirten 
SBurjeln 

+i .ü,(2 k ±a?5 u _i^(ik+i)!s 

n n n n • 

entfpredjenben SSBurjelfaftoren 

(2k+l)29t . Bin (2k+l)29l1 

n n 

(2k +l)29t . b . d (2k+l)29ll 

n n 


2(n-W + - 8in 2(n — 1)91 


2(o-2)3t + j sin 2(n — 2)91 


cos" 


unb x — 


cos 


cos 


*) ®enn fe^t man in bet ©teid&ung 

. . ‘ «+4k« , . . «+4k9t 

(coso j;ism a)n = cos Q ± i sm j— 

— 295, fo tefultitt: 

..J. » (2k+l)25R . (2k+l)2W 

(-!)■— i - 1 - co » — ä — ± lsm — e — • 
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fo erf)ült man ba6 reelle s 4?robuft 

t „ (2k+l)23t 

x* — 2x cos - — — 


+ 1 


unb fomit, wenn man für k ber 9leil)e naef) bie oben ange* 
führten 2Bertl)e fegt unb berüchtigt, bafj bei einem ungeraben 
n — 1 


n für k = 


ber gaftor x + 1 nur einmal gu nehmen 


ift , weil ^ — i in biefem galle bie Sßurgel — l nur einmal 
enthält, 

1) für ein gerabed n: 


29t 


x° + 1 = x* — 2x cos 1-1 x* — 2xcos (-1 x 


691 


o 109i , 

2x cos + 

n 


l\.... X 8 — 2x cos (n - + 1 

I n 


2) für ein ungcrabefc n: 
x° + 1 = |x* — 2x cos “ -f- 1| |x* — 2x cos ~ -f- lj jx* — 

2x cos — +l) . . . . (x* - 2x cos 4- l)(x4-l|. 


(7) 


6) 35ie ©leicfyung (5) (äjit ftef) aud) leicht auf eine ©leic^ung 
von ber guerfl bebjanbelten gönn (2) gurücffüfjren. 

<Sefct man gu biefem (Snbe in ber ©leidjunfl 

x n -j— 1 = 0 

I 29t , . . 29i\ 

x = y cos h ism — ... 

\ n “ / 

alfo x" =» y“ (cos 29t + i sin 291) 

ober x n = — y" 

fo geljt biefelbe über in bie gewünfcfyte ®leicf)ung: 
y n — 1 = 0. 

@4 ift bafyer nad; (3) 

4k9t . . 4k9t 

y = cos + i sin 

n — n 

alfo nad) (7): 

I 4k9t . . 4k9t\ I 29t 
x = cos + i sin — 

= cos <“±0» + 1* 

n — n 

wie in (6). 


29t 


cos — + i sin 
n — n 
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ftütt*tcr VU'fcfinitt. 


33eiff)iete. 

1) 3ft x 2 + 1 = 0 

bie gegebene ©leidjung, fo bat man nad; (6): 

x = cos (2k— j— 1 )SÄ + i sin (2k+l)$t 
unb finbet fyternad) 

für k — 0 : x = cos 9t + i sin 9t = ^ i. 

2) 68 fei x 3 + 1 = 0, 

fo rotrb nad) (6) 

(2k+l)29t , . . (2k+l)29t 
x = cos ---■ — + i sin 

O ö 

unb l;iernad) 

„ , „ 291 ... 291 

für k — 0 : x = cos — tisin — 

O ü 


-2 ± k r» 


\ (1 ± ^—3), 

cos 29t + i sin 29i = 


für k = 1 : x 
2)ie 3 9Burjefn ftnb baljer: 

- 1; 2 0 + l 0 - K-8). 

3) Oft X 4 + 1 = o, 

fo »irb nact) (6) 

(2k+l)29t , . . (2k— (—1)29? 


1. 


unb fomit 


4 - 1 Bm 4 


für k = 0 : x 
1 

~~ 2 


9t . . . 9t 

cos - - + i sin ■ 
Z Z 


r* ± | n = — f ■ 1 n 


M t 391 . 39i 

für k = 1 : x = cos — + i sm — 
z z 


®ie 4 SBurjeln ftnb bal;cr: 




’-r 


-1— i 


r 2. 


Ännterfung. ®ie atuflBfung ber- binomifd)ett (Sleidmngen (21 
unb (5) läßt fid) auch auf bie Stuftöfung reciproter (Meiebungen jurüef» 
führen. 

$Je nadjbent mimticb in ber ©leidjmig (2) n gerabe ober imgerabe ifl, 
bat biefefbe bie jmei reellen Surjclit — l unb -f- 1 ober nur bie reelle 
SBurjcl -f- 1. 2>aS betreffende , Meid)ung3polbnom ift fomit bezüglich 
burdt x 1 — 1 ober burd) x — 1 tbeilbar. 3 fl bagegen in Metdiung 
(51 » ungerabc, fo ift — 1 eine SBurjel berfefbett unb bad betreffende 
fiolrnom' burd; (x -j- l) tbeilbar. ffübrt ntan in beit bejeiebneten {füllen 
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Sie angebeutete 35iöifion aus unb fe(}t beit Quotienten 9hiU, fo refiittirt 
eine reciprote Wteidnmg, bereit SBurjeln bic noch übrige» Surgel» ber 
gegebene» ('Ueicfjimg fiitb. 

Qft 3. Sk x r * — 1 = o 

bie oorgclegte (äleidjitng unb mau bimbirt ba3 'ßolqnom (x 5 — 1) 
bureb beit S&urjelfattor (x — 1) uttb fept bett erhaltenen Quotienten 'JittU, 
fo folgt: 

x 4 + x 3 +x* + x + 1 = 0 
ober * a + x> + * + — + 1 == ** 


unb toenn man 

atfo 

fa}t, 

llian finbet tjierauS : 


unb auS 
ober 


x + x 


X s + 


y* — 2 


y* + y - t = o. 

i . i , r 
y = - 2 + - 2 V» 

, i i,i.. 

*+.-= - 0 ± 7 V= 


x* 


x 2 

1 +V 5 

— — X 
2 


2 

— i: 


_ — i ±ys 1/-10+2 
4 - \ iü 


V 5 


— 1 ±V 5 


4 ± 4 ^ 10 ± 2 V 5 

Sie 5 SBurjeltt finb baber: 

1 , ~'+ yb ± ‘ /To+ 2V5; _1 7 V5 ± ‘ |/rrr-=2V5; 

ober 1 ; 0,301>0 1 7 ± i . 0,951056; — 0,809017 ± i . 0,587785. 
SuS (üleidjung (3) toiirbe man auä 

4kW , . . 4k9t 
x — cos — r — ± 1 sin . 

& o 


ebenfo erbalten haben: 
filx k — ü 1 x ~~ cos 0 ® — 1 j 

„ k = 1 : x — cos 72° i sin72° = 0,309017 i. 0,951056; 

„ k =■ 2 : x = cos 144“ ± i sin 144° = — 0,609017 ± i . 0,587765. 


§. 133. Äufliifuitß öcv trittonilfdjcn ©Ictdjuuijeit. 

1) 3ebe ©Itidfung von ber Sonn 

x 2n + ax" + b = 0 (1) 

roo mir a unb b alö reell »orauöfe&en, Ijeifit eine tri nomifdje 
@1 eidjung. 

©e^anbelt man biefclbe nad) 3lrt ber quabratifdjen ©leieffungen, 
fo folgt: 
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fyünfter Äbfdjnttt. 


3ft nun 

vr- 


a* 

4> b 


alfo y -j — b reell, fo ifi bie Sluflöfung ber trinomifdjen 
©feidjung (1) auf bie Sluflöfung ber jwei guabratifdjen ©leidjungen 


+ -o + 


V / 7- b -° 


jurüdgefüljrt unb fann leicht nadj §. 130 bewerffteüigt werben. 


3ft bagegen 


< b 


alfo n — b imaginär, fo erfjält man jwei binomifdje 


©leidjungen oon ber gönn: 

x" = A + i B 
unb x" = A — i B 


• (3) 

• ( 4 ) 


wo alfo 


A = 


a 

2 



fomit A* + B* = b 

ifb 

(SS fei nun t + iu eine SBurjel ber ©leidjung (3), alfo 
(t + i u) n = A -f- i B, 
fo ifi (t iu) n = A — iB 

nnb fomit t — iu eine SBurjel ber ©leidjung (4). 

«Run fann aber t — iu nidjt and) eine 2Bur$el ber ®i. 
(3) fein, benn fonft wäre 

(t — iu) n = A iß 

alfo A + iB = A — iB 

ober B = 0. 

®inb ferner t, ^-'i^ unb t 2 -f- iu 2 jwei oerfdjiebene 
SBurjeln ber ©leidjung (3), fo ftnb audj t, — iuj unb t 2 — iu* 
jwei oerfdjiebene SEBur^eln ber ©leidjung (4); benn aus 
tj iUj *= t* iu 2 

würbe nacft bem oben 93orgetragenen im äßiberfptudje mit bet 
®orau8fefeung folgen, bajj audj 

t x -f iuj = t, + iu* 

wäre. 
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Sümmtlicfje SBurjeln ber ©leidjung (4) jinb baber begie^ung«* 
weife bie conjugirten SBertbe bet fämmtlidjen äßurgeln ber ®l. (3) 
unb eö genügt fornit nur bie 2luflöfung biefer ©leidjung 
fennen gu lernen. 

Qluö x“ = A + iß 


folgt: x = /A-f-iB 

ober wenn a einen SBinfel begegnet, welker ben ©leidjungen 
A = r cos a, B = r sin a 

genügt, alfo 

b. r 


= / A* + B* = Tb 
r (cosa + isina), 


• r‘ = A* + B* 
ift unb man fefct 

A + iB 

au<f): x = r" (cosa + isina) “ 

ober natf) ber 9lote auf ©. 279: 

“ / a-(-4k9l . . a+4kSR\ 

x - Tr (cos 1- . sin — — j 

- rb(cos 4- 1 «n j 

6efct man hierin für k ber Steife nacf) 0, 1, 2, 3, . . . (n— 1), 

fo erhalt man bie SBurgeln ber ©leidfung (3). 

Die üßurgeln ber ©leic^ung (4) werben ba^er nacf) Dbigem 

erhalten, wenn man in ber Steigung 

XI a+4kfR . . a44kÜN 

x = rbjcos l mn --J 

ber 9?eil)e nach für k bie 9öertf)e 0, 1, 2, 3, ... . (n — 1) 
einfü^rt*). 


*) $u biefem Mefultate gelangt man 
widelung, wenn man 

i" = A 4 'B *= 


auch unabhängig oon obiger 5nt* 

AM- B* 

A — iB 


ober 


A - iB _ - (d A !±»)'- (C 


r b . 

' otti 


fefct 3(» nun x eine ffiurjet ber (Sleicbung (3), fo if» hiernach r — eine Suvjel 
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©ämmtlidje SBurjeln ber trinomifdien ©leidnntg (1) werben 
fomit erhalten, wenn man in ben beiben Sluöbrücfen 

rbLew + ii^l (5) 


„ S.. ( «+4kK . . .+4k»l ... 

unb y b Icos — i sin — !— — I (6) 

für k ber SReifje nad) bie SBertt>c 0, 1, 2, 3, . . . (n — 1) fefct. 

2) Silbet man ba$ ^robuft jweter conjugirten Sßutjel* 
faftoren, fo erhält man: 


/ a+4ktfi . . rt-j — 1 kÖi 


x— yb cos +isin 


■4k*Vir «+4k» . . «-j-4k9J\l 

n ‘ jJ[ I -V b ( cos n - lsm T— JJ 


t „ ee+4k9t “ , 

= x* — 2 xyb cos — f- b, 

alfo einen reellen quabratifcfyen gaftor ber trinomifdjen 
©leicfjung. 

Um £)iernad) fdmmtlidje quabratifdje gaftoren »on 
x Sn -f- ax” + b 

311 erhalten, Ijat man in »orftefjenbem allgemeinen Sluöbrutfe nur 
wieber für k ber 9feif)e nad) 0, 1, 2, 3, ... . (n— 1) ju fefcen. 

Seifptel. 

Um bie SÖurjcln ber ©teidjung 

X 4 + ax* — |— b = 0 
. a 2 

$u beftintmen, mcnn . < b iß, fc&e man: 

a 1 / ä* 

n=2, i=y~b, A= — -=rcosa, B= r b — — = rsin« 

K=l’ 

atf» oo.« = - jpj, *i» « - rb ■ 
fo folgt aus (5) unb (6) 

für k = 0 : x = |cos ^ i i sin 

ber ©leicbmtg (4). 2)ian fiitbet aber: 


*» f a+4k'Jt . . . a+4k«\ 

y b |cos - + i sin -3~ J 

*" ( a-)-4kffl . . a+-4k9i\ 

= yb (cos - X n 1 Sin - — J 




Seit Seit hiMicren öteidjimgen. 


filr k = 1 : x = 


4 

r b 


COS 


2 ± 1S,n 


ß' 

2 


wofür man, ba 

2 cos*--- — 


O . 2 « 

2 sin - 


1 + cos ü = 1 — 
1 — no» a = 1 + 


a _ 2 Kb—a 

2fb — 2fb 

a _ 2fb+a 
2J^b ~ 2f / 'b 


ifl, aud) feiert fann: 

x - ± ^J/2rb + a 

X = - ’J/Vb-a ± ly arb + a. 




«Oge meine ?lritf'metit. II. 2. flufl. 
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Sinleituttg jur ?ef;rc ton ben üDeterininanten. 

§. 134. Sttberfioneit einer ßumplcviün. 

1) Serben bic ©lemente einer ßomplerionöform burd) 3n* 
biceS be^eidjnet , fo nennen n>ir bnö . (Element n„, ein l)öl)ere6 
atö a n , wenn m > n tft. ©inb nun alte Elemente nad) ftei* 
genben Snbiceö georbnet, fo fagt man bic betreffenbe ©om? 
pterionöform enthalte feine 3nt>crfion, im anberen Saite f>at 
biefetbe fo riete 3nrcrfionen a(6 bie 3uf)l außbnuft, wcld)e 
angibt wie rietmat ein böfycrcö ©(erneut ror einem tticbm 
geren flcfyt. 

©o eutbätt j. 33. bie ^erniutationgfovm a 4 o 2 a 3 a 4 f>ine 
Onoevfion, tagegen n 3 aj a 4 a 2 bie 3 Onocrfionen: a 3 Oj, a 8 a 2 , 
a 4 n 2 , unb a f) a 3 a 2 % a 4 bie 7 Onoerfionen: a 5 a 3 , a fi a 2 , a f) aj, 

H r , fl.j Sq; fl t <{ 0-J t Ö2 8j« 

2) 2>ie IfJerniutationen gegebener ©tementc werben ()ier* 
nad) in jwei ff (affen geteilt, je nad)bem bie 2lnjal)l if>rcr 
3n»erffonen eine gerabe ober eine ungcrabe ift. 

3) ©inb A unb ß $wci ©ruppen »on Elementen in be* 
ftiminter 2lufeinanberfotge unb bejeic^nen wir burd) (A) unb (B) 
be^iigtid) bic Stnjal)! ber Stwcrjtonen in ben beiben ©ruppen, 
burd) (AB) bie 2lnjat)t ber 3nrerftonen in ber combinirten 
©nippe unb burd; (A,B) biejenige Slnjaf)! ber 3nrcrfioncn, weld)e 
entftcl)t, wenn man jebeö ©lement ber ©ruppe A mit jebein 
©temente ber ©ruppe B rcrgteid)t, fo iff offenbar: 

(AB)' = (A) + (B) + (A,B) 

unb analog: 

(ABC) = (A) + (B) + (C) + (A,B) + (A,C) + (B,C). 
(ABCD) = (A) + (B) -f (C) 4- (D) 4- (A,B) + (A,C) 
4- (A,D; 4- (B,C) 4- (B,D) 4- (C,D) u. f. w. 
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2Bir mtinicfetn l)tfraud fotgenbe ©äfce: 

a) ©c&t man baS nieberfte (Stemmt a, t> or A, fo enthält 
a,A fo viele 3nverfionen atS A allein, b. 1). eS ifit 

(n.A) = (A). 

Die beiben fßermutationen a,A unb A gehören fomit jnr 
nämlichen Älaffe. 

@o tjat j. $). a, a n a., a,, a, biefetben Snocrfioncn wie a., a* a r , a„ 
niimlicfi : a, a, nttb a 5 a 4 . 

b) ©e$t man baS nieberfte (Slenient a, nach A, unb 
entölt biefc ©ruppe « Elemente , unter welchen a, it i <i> t nor< 
lo in int, fo ift 

(Aa 1 ) = (A) +- «• 

Die fJJermutationen Aa t unb A gehören bemnach ju gleichen 
ober oerfd)iebenen Ätaffen, je nachbem bic ?lnjnljl ber (Sie» 
mente a gernbe ober ungern be ift. 

3. >ö. für (A) = a 6 a„ a, a, bat man (A) — = 5, n = 4 , (Aa,) 
■=5 + 4 = 0. 

Dagegen für (A) = a 4 a, a, ifl : (A) = 2, « = 3 unb (Aa,) 
= 3 + 2 = 5. 

3m erften ,+alle geboren Aa, unb A m btc nämlidtc, im jmciten 
aber in oerfetji ebene Waffen. 

c) ©e&t man baS nieberfte (Stemmt a, jroifchen bie 
©ruppen A unb B, welche bejügtid) a unb ß (Stemmte enthalten, 
worunter ftet) a, n i cf) t befinbet, fo ift: 

(Aa,B) == (A) + (B) +- « + (A,B) 

— (AB) +- a. 

'X>ie *4$ermutationen Aa t B unb AB gehören I)terund> in 
gleiche ober verfdjiebette Älaffen, je nachbem bic 2tnjaf>l u 
ber (Slemente in A gerabc ober ungerabc ift. 

il) Sitbet man fämmtlicfjc fßermutationen gegebener Elemente, 
fo enthalten biefe non jeber ber beiben Ätajfen gleich niete (Som? 
plerionen. 

Denn fel)m mir bie s 43ermutationSformen ber er fl en ift affe 
atS pofitin, bie ber jweiten als ne gatin an, fo erhalten 
»vir junädjft für 2 (Stemmte a 2 , a 3 : 

a 2 a 3 a 3 a S* , 

Um bierauö bie s 4?crmutationen non 3 (Stementcn a„ a 2 , a 3 
j|U bilben, fe^cn wir a t brr 5Reit)e nach fln hie Be, 2ic, 3te 
©teDe unb erhalten nach a) — c): 

a i a i n 3 — a i n a a s — a a a i a a ~t" a a a i a ä "f" a 2 a a a i a a a 2 a i- 

l‘J* 


Digitized by Googli 


292 


©cdtfter Sibfdmitt. 


93orftehcnbcr @a(j gilt fomit für 2 unb 3 (Elemente. 9ief)incn 
»iv nun an, er fei auch für bie nßlcmentc a 2 , a 3 , ... a^, 
gütig, fo werben bie jßermutationrn ber (n + 1) (Slemente a,, 
a a , a 3 , ... a n _|_i mtö beit *}}rrmutationen jener n ©lernente er? 
galten, wenn man a x ber 3ietl>e nach an bic lte, 2te, 

(n 4* l)tc ©teile fejjt. Schreibt man aber a t an bie erfic ©teUe, 
fo änbern nach a) bie s 4$ermutation0formen if)re illaffeit ni(f>t 
unb beibc Älaffcn enthalten gleich viele *]3erinutation0formen. 
3n allen anberen gälten, bie wir burd) Aa,B unb Aa! au$» 
brüefen fönitcn, oerbleiben nach b) unb c) bie betreffenben Ißcr* 
mutationöformen in ihren klaffen ober gelten in bie anberc über, 
je nacfjbcm bie Slnjaljl ber in A enthaltenen Slemente gerabe ober 
ungerabc ifi, fo baf alfo wieberum »on beiben ßfaffen glcid) 
viele ipcrmutationSformen auftreten. @6 ift fomit auch ®c* 
fammtjahl ber jßermutationöformcn für (n 4 1) Elemente in 
beiben Älaffen gleich flrofi. 

3(n ra er fang. Um bie ^ermutationen ber (u 4 1) Elemente a„ 
a.,, Sj, . . . a.i~i mit Meffidjt auf bie Qeidien and beneit ber n Elemente 
iC, a 3 , . . . an +1 ju bitben , fetje man suerft a, allen USerinutatioiicii ber 
n Elemente »or, unter Skifcelialtiutg ber geidicu, bann fdjreibe man a, 
in fdinmtlidjeit s j3enmitationen an bie 2tc «teile unb aitbcrc bie Qeicftcn, 
baruad) gebe man a, bie Ute ©teile unter Seibeljaltung ber 3eid)en n. f. f. 

i e) ©inb a g unb a h zwei (Slemente mit oerfchtebcnen 
3nbice0 g unb h, fo ifi 

(a g a„) 4 (a h a g ) = 1. 

f) 3ü A eine Orupvc »on « (Elementen, unter welchen ba0 
Element a g nicht »orfommt, fo ftnb bie jwei 3«hlcrt (A,a g ) 
4 (a g ,A) unb « gleichzeitig gerabe ober ungerabe, alfo ifi bereit 
Differenz ftctd gerabe. 

Denn ifi A = a X| 4 a,, 4 • • • 4 a* a 
fo hat man: 

(A,a g ) = (a x , a g ) + (a* ä a g ) + . . . -f- (a„ ö a g ) 

(a g ,A) = .(a g a X| ) 4- (a g a* 5 ) 4 . • • 4- (a g a*J 
alfo nad) e) : i i « 

(A,a g ) 4 (a g ,A) = 1 4 1 4 4 1 = «... (/*)• 

Da aber (Aa g ) = (A) 4 (A,a g )unb(a g A) = (a g ,A) 4 (A) 
fo folgt nad) (p): (Aa g ) 4 (a g A) = 2 (A) 4 «. 

Die beiben ^ermutationöformen Aa g unb a g A gehören fo» 
mit gleichzeitig in einerlei ober oerfdjiebctte iflaffett, jenach* 
teilt bie 21nzal)l ber (Slemente von A gerabe ober ungerabe ifi. 
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B. 135. l*el)vfaft. 

©ertaufdjt man in einer lßermutation$form jivei 
Slemente mit einanber, »oäljrenb alle übrigen ihre 
Stellung beibefyalten, fo änbert f i cf) bie 2lnjaf)l ber 
3nverfionen um eine ungerabe 3«f)l- 

©croeid. 

Sinb a g unb a h bie jtvei (Slemente, welche ifjrc Stelle toer- 
tauften, A, B, C ©ruppen von a, ß, y (Elementen, fo ift bie 
Slnorbnung ber (Elemente in ben beiben 5?ermutationdformen 
auögebrürft burd): 

Aa g Ba b C unb Aa b Ba g C. 

©ejeidjnen nun x unb y bie ben beiben ^ermutationöformen 
entfpredjenben 3n»erftonfyaf)len, fo Ijat man: 
x = (A) + (B) + (C) + (A,a g ) 4- (A,B) 4- (A,a h ) 

4- (A,C) 4- ( a g,B) + (a g a h ) 4~ ( a g^) + (B/ a h) 
4- (B,C) 4- (a h ,C) 

y = (A) 4- (B) 4- (C) 4- (A,a h ) 4- (A,B) 4- (A,a g ) 

+ (A,C) 4- ( a h,B) 4- (»h a«) 4- ( a h,C) 4- (B,a g ) 
4- (B,C) 4- («,,C). 

2>urd) ISbbition folgt hieraus, wenn man 
(A) 4- (B) 4- (C) 4- (A,a g ) 4- (A,B) 4- (A,a b ) 4- (A,C) 
4- (a g ,C) 4- (B,C) 4- (a h/ C) = n 

fe&t: 

x 4- y = -f ( a g/B) 4- (B,a g ) 4- (B,ah5 4- ( a h/B) 

+ ( a g a h) 4- ( a h a g), 
ober nad) §. 134 3. e unb f ®l. (fi): 

x4-y = 2n4-/?4-/? + l 

= 2 (n 4- ß) + 1. 

jft foinit x 4- y eine ungerabe unb ba (x 4- y) 
4- (x — y) = 2x, alfo gerabe ift, biefe beiben 3<if)lfn foinit 
gleichzeitig gerabe ober ungerabe ftnb, fo ift aud> x — y eine 
ungerabe 3<>f)f- 

3 u f ä & e. 

\ 

1) 3)a man nacf> §. 4 burcf) ©ertaufdjung von jebeömal 
nur jwei Slementen alle ^«rntutationen gegebener Elemente 
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erhalten fann, nad) obigem ©afce ftd) bie Slnjaljl bet Snverftonen 
babei jcbesmal um eine ungerabe 3»hl Änbert utib eine alge* 
braifdje Summe von ungeraben 3»hlen gerabc ober ungerabe 
nuöfäfft , je nadjbcm ihre 5lnjal)l gerabc ober ungerabe ifi, fo 
ftnb bie, ben aufeinanber folgenben «.ßermutationen entfprecfjenbcn 
3nvcrftonen abtvcd)felnb gerabc ober ungerabe. 

2) 3n jeber Ätaffe gibt eö gleich viele ^ermutationeformen, 
weil für n > 1 bie 2Jnjaf)l n! ber «.ßermutationen gerabc ifi. 
(«Bergt. §. 134 3. d). 

3) 2)a in ber erfien (Somblerion a 2 , a 3 , ... feine 3m 
verfton vorfommt, fo lägt ftd) jebe «ßermutationSform ber 

Älaffe burd) eine u jjg™^ c 2Injaf)( von 93ertaufd)ungen von jebeö* 

mal nur jtvei Elementen auö ber gegebenen Sompferion ableiten. 

Jpat man baher bie «Permutationen in ber Drbnung aufgen 
fdjrieben, bafi febe folgenbe aus ber nädjfi vorf)trge^enben burd) 
25ertaufcf)ung von nur jtvei (Slementen entfielt, fo gehören bie* 
felben abtvechfelnb in vcrfdjiebcne iflaffen unb ftnb fomit auch 
abtvechfelnb mit verriebenen 33orjeid)cn ju verfef)en, wobei bie 
erfte (Sompleriott als pofttiv anjufe^en ifi. 

§. 186. Determinante eines ©tfftetns bott n 2 (Elementen. 

1) SBcttn m ^orijontatrei^en (3 eilen) von je n (Sie* 
menten, ober von ber anberen ©eite betrachtet, n SSerttfalreifjen 
((Solonnen) von je m (Slementen ju unterfcheiben finb, fo 
tvenbet man jur ^Bezeichnung am vortljeilhaftefien jtvei 3nbice6 
ober «Itumern an unb verficht unter a 1<k ein ©lenient, beffen erfter 
3nber i bie §orijontaIreif)e, beffen jtveiter 3nber k bagcgeit bie 
©teile beS (SlementeS in ber bctrejfenben -£>orijontalreihe ober bie 
aJcrtifalreihe angibt. 

gtir fämmtlidje mn (Stemmte hat man hiernach : • 


»1,1 

&12 

ai,3 

ai.4 • • 

• »l,n 

&2] 

»2,2 

a-2,3 

a2 4 • • 

• a 2 ,n 

a a,i 

»3,2 

Ä3,;t 

a»,4 • • 

• »3,n 

ßm,! 

»in, 2 

ajn,3 

a m,4 • • 

• »m.u 
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\ 

3ft m = n, fo (>cißt bic 'Jieitje ber (Elemente a u , a 2 , 2 , 
a*,», . . . a nn , »eld)e in ber diagonale be« burd) bie n 2 (Sic- 
mente gebilbeten Duabrat« fielen, bie diagonale bc« Dua- 
brat« jener n 2 (Slementc. 

2) Unter ber (Determinante b e S ©pflent« »on n 2 
Siementen, »cldfe in n ^origontalreiljen »on je 
n (Sleinenten fielen, »erfteljt man ba« Slggregat ber 
s 4Jrobufte »on je ndlementcn, n> e 1 d) e fämmtlid) »er- 
fd)icbenen ^torijon tairei^en unb »erfd)iebencn 93 er - 
tifalreifjen angeboren. 

D a« $robuft ber in ber Diagonale fteljenben (Elemente bilbet 
hierbei ba« 2lnfang«glieb. Um au« biefem ©liebe 

a l.l a 2,3 a 3,3 a 4,4 • • • a n.n 

bie Determinante gu entmitfeln, laffe man bic 3f>ger ber 93erti- 
falreif)en un»eränbert, permutire aber bie 3^9« ber <£>brigontal- 
reifjen unb fe^e hierbei bie einzelnen ©lieber al« pofiti» ober 
negati» an, je nadjbem bie Slngal)! it>rer 3n»erftonen gerabe 
ober ungerabe ift (§. 134 2). Da« erfte ©lieb ber Determi- 
nante ift fyiernad) fiet« pofiti», ba fämmtlidjc 3nbicc« fteigenb 
georbnet erfd)eincn. 

Snmertung. Die Mittung ber 'tknuutationen gefefiiebt hierbei 
am gtoecfmäßigfteit nad) §. 4, roeil alSbattn ttadi §. 135. 3uf. 1. eie 
aufctnanbct fotgenben (Stiebet ber Determinante abrcedifenb tpofitio unb 
negatio fmb. 

3) Die Determinante »on n 2 Elementen tjei^t nter Drbnung, 
meil bereit ©lieber burd; ^robufte »on n gaftoren gebilbet »erben. 
9?ad) §. 5 bejlefjt biefelbe au« n! ©liebem, »eld)e nad) §. 134 d. 
gut Hälfte poftti», gur .fpälfte negati» finb. 

4) 3ur S3ejeid)nung ber Determinante fdjreibt man ba« 
®pftem ber ©Irmente g»ifd)en g»ci 93crtifalflrid>e, alfo: 


ai,i 

a l,2 

a l,3 • • 

• • &l,n 

»2.1 

a 2,2 

»2.3 • • 

■ • a 2,n 

^,1 

I 

a 3,2 

a 3,3 • < 

> • a 3,n 

i • 
a n,l 

»0,2 

a n,3 • ■ 

■ • ®n,n 


Äitrjer begeidjnet man biefelbe aud) burd): 

2 + a l,l 03.2 a 3,3 • • . a n.n, 
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ober allgemeiner burd ) 

8 l,j ( a 2 ,q 83 , 1 - 84 , s . . , 

roo ftef ) bic (Summation auf aüc tfJerinutationen pqrs ... 
ber 3nl)(tn 1 , 2 , 3 , ... n bejieljt unb baö 3eid?en nad ) ©bigem 
gu befiimmen ift . 

5 ) Saßt man auö ber Determinante ( 1 ) ber nten Drbitung 
irgenb eine Jpori ^ ontal # unb irgenb eine 3 ? crtifalreif)e roeg , fo 
ert)ält man eine Determinante (n — l)ter Drbnung , r » eld)e in 
Scjug auf feie ifjr ju ©runbe tiegenbe Determinante ( 1 ) inöbe * 
fonbere and ) eine ttnt erbe terntin ante »on jener ^ eißt . Saßt 
man in ber Determinante ( 1 ) x ^ orijontat * unb x 93ertifalreif)en 
meg , fo erhält man eine Unterbetcrminante ber (n — x)ten 
Drbnung »on ( 1 ). 


i \ - öl.l ftl 2 

1) *' „ ‘ . — ai,i a 2 , 2 

a- 2 ,t a- 2,2 

jaj.i » 1,2 » 1,81 


33 e i f p i e I c . 
— ^ 2,1 » 1,2 


I»1 1 Ul 2 «1 3 ( 

o\ L ' ' ' Jai,i a 2,2 03,3 — öi,i a a 2 ,a ”r a 2 ,i a3 /2 ai,* 

l ) a 2 1 a 2 o a 2 a = < , 

l — a 2/ i ai /2 83,3 -r * 3,1 ai /2 a 2< 3 — 83,1 a 2 2 81,3 


|a3,l 03,2 a.3,3 


3 ) I. 1 VI a i ^2 a 2 \ 


,X 8 2 „00 

4 ) | 5 3 — 8.3 

! a i t>i cij 
b ) ,83 b 2 c 2 

a S ^3 Cg i 


2 . 5 


24 


10 


14 


{*+ 


u 3 Cg 8j bg 


+ a. 


80 bo 


‘2 bg 


a 2 bi C3 


+ a 3 b, Cg 

6 ) 3ft bie Determinante nter ©rbnuttg auf bie oben in 2 
gelehrte SEBeife auö bem SlnfangSgliebc gebiibet , inbem man bie 
erften Snbiceö permutirt , fo fantt man , ba bic Drbnung ber 
gaftoren nnUfütlid ) ifi ,. bie Elemente eineö jeben ©licbeS auef ) 
ttad ) ben 3 f t9 c m ber ^ ori^ontaireiljen orbnen . 

©o ift j . 8 . nad ) oorftetyenbem Seifpiete ( 2 ) audj : 

tti i 8 ] 2 8j gl , . 

„ „ „ ! |8l,I 82,2 83 g 8j,| 82 3 83,2 aj 3 8 2 ,1 8g,2 

182 1 82,2 82 3 ' = < ' , 

L l — 81,2 82,1 83 3 -f- 8] 2 82,3 8g 1 8i 3 a 2 ,2 8g,i. 

|8a,l 83,2 83,3, ... 

SJtan erfietjt fyierauö , baf ? in öorliegcnbent gälte bie Detcr * 
minante aud ) baburefy gebiibet merben fann , bafi man bic jmeiten 
Snbiceö permutirt unb bie erften unoeränbert täßt unb bie 3cic^cn 
hierbei nad ) ber 2ln $ al)l ber entfpredjenben 3nt>erftonen beftimmt . 
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Um bie SUtfjtigfeit biefed Sluöfprudjeö allgemein ju betoeifen, 
fei a , a„, a „ a, . a „ 

ein ©lieb ber erften Slnorbnung, a ß y 6 s . . . alfo eine 4$er< 
mutationdform ber ©Icmente 1, 2, 3, i, . . 
bagegen a, re , a Jß , a 3y . a j8 . a, t . . . . 

ein ©lieb ber ppeiten Slnorbnung. 

Di)ne 9iürf|id)t auf bad 3fid)en liefert aber jebeö ©lieb ber 
erften Slnorbnung, wenn foldjeS nad) ben jmeiten 3nbice$ georbnet 
wirb, ein ©lieb ber ^weiten Slnorbnung unb ba jwei »erfetjiebene 
ber n! ©lieber jener Slnorbnung aud) jwei »erfd>iebenc ©lieber 
ber jweiten Slnorbnung beftimmen *), fo ertjnlt man auf biefe 
SBeife bie möglichen n ! ©lieber biefer (enteren Slnorbnung, wenn 
junäcfyfi auf baö *3eitf)cn feine 9tüdftcf)t genommen wirb. 

Um nun nod> ttad^uweifen, baff bie beiben Slnorbnungrn 
aud) beätiglicf) ber 3ft^en übereinftiminen, fei 


• • • &x,p • • • 3y,q • ■ • WO g p 

ein ©lieb ber erften Slnorbnung a a l a ß , 2 . . . , in welker a x , r 
a>-,q eine Stwerfton bilbet, alfo x > y ift. 2Birb bicfeS ©lieb 
nad) ber ^weiten Slnorbnung a l0 . a it ß. . . . georbnet, fo folgt: 

• • • **y,q • • • ®x,p • • • 

unb ba q > p, fo bilben bie jwei Elemente a y-q unb a^p eine 
Snoerfton. 

3ft in ber erften Slnorbnung x < y, bilben alfo bafelbft 
bie ©femente a xp a y , q feine 3twerfton, fo erhält man 


• • • a x,p • • • By.q • • • 


*) ®e«n finb a u l & ß i a y ., a M a, 5 

unb V.l a /?\ a y',3 a 8 4 V,5 

3 »et oerfdiieteue ©liebet bet etften Slnorbnung, fo tarnt junäefift nicht 

gleichjeitig 

“ = a', ß = p, y = y\ . . . 

fein, »eil fonft bie beiben ©lieber ibentifcß »eiten. 

©§ fei nun A nicht gleich A‘, alfo etroa A = 3, A‘ = 5. Orbnet 
man nun bie ©lemcntc nach ben ctficit ftubiceS, fo rcfultirt: 

8 l,p a «,4 a 4,s a »,t 

unb a l p . a. 3q , a 3 r . a j8 . a 8 . 4 . 

Säten aber biefe ©liebet ibenttfrfj, fo müßte 

P — v‘> 1 — l'< 4 = r', s — s', t = l 
fein, unb es tarnen alsbaitn in jebem ©liebe jroei ©lemente au§ bet 
oietten iBertifalreitjc oot, was nicht jtattfinbeu tarnt. 
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alö entfpredienbe« ©liefe feer ^weiten 21 norbming, worin bie (Sie* 
mente a xp a yq ebenfall« feine 3nverfton bilben. Die jroeite 
Slnorbnuitg enthält fomit genau ebeitfo viele 3nverftoneit al« bie 
erfte unfe jebe« ©lieb von jener finfect ftd) mit beinfelben 3eid)tu 
in tiefer vor. 

•^inb 3. 33 . sii a i, ■_> 05,3 834 83,5 

Itnb 8l,2 8-2,5 8:1,4 84,1 85,3 

jtrei entfpredienbe ©lieber beiber Slnorbnungeit, fo evljält man im 
erften fjade bie 6 3nverfionen: 41, 43, 42, 53, 52, 32 unb im 
jtveiten $aDe: 21, 54, 51, 53, 41, 43, alfo ebenfalls 6 . 

Sinnt er fön g. SJorfletjenfeer Sap taitn burd) bie Weidntng 
— 1 ) E aji.i a<(,2 8r,3 . . . = 2 (— I) E ai.p aa.q a:i. r . . . 
auSgetriicft wetten, wenn * bie Slnjabl ber ^nverfionett bev ^ermutations- 
form p q r . . . ber ISlemente 1, 2, 3, ... n bejeicfjnet unb bie 
Summation fief) ftetsS auf alle fßermutationen ber n (Slcmente bejie^t. 

§. 137. Sct}rfit<5. 

Stimmen in jtvei Stiftemen bie Jporiaontnlreifyen 
be« einen mit ben 33 ertifalreifjeit be« anberen überein, 
fo e n t f p r e d; e n beiben ©pfiemen einerlei Determinante. 

Setveiö. 

Sinb 

a l,l a 1.2 8) 3 . . . »i n 81,1 8-2,1 83 | . . . 8 n ,i 

a 2,l 82,2 8*2,3 . • • 8-2,11 84,2 a-2,2 83,2 . . . a„,2 

| ’ * unb j ‘ 

| . . . . | ■ • • 

9n,l 8n,2 0«, 3 • • • 8n,n i^l.n &2,n 8-3,1» • • • ®n,n 

bie beiben Stifteme, fo erfe^cn mir f)ierau« fofort, baf? wenn 
a iik - ein ©lieb be« erften Stiftern« ifi, ta« entfpredienbe ©lieb 
be« jtveiten Softem« a M t>ei$cn mujj. 

Sejei^net nun 

3-1, p &2,q ®8,r «4.8 . . . 3n,u 

ein ©lieb ber Determinante be« erften Stiftern«, fo fann ttad) 
<j. 136 4. bie Determinante biefc« Stiftern« allgemein auögebrücft 
tverben burdr. 

-2* i 8j,p 82, q 8g, r 84 , , . . 8 n ,u- 

Senem ©liebe ber Determinante be« erften Stiftern« entfpridjt 
aber ba« ©lieb 

8 p, I 3 q ,2 a r ,3 8 j ,4 . . . a„, n . 
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mit bemfelbcn 3fid)fn ber Determinante be8 feiten ©tyftcmö unb 
biefe fanit fomit and) bargefiellt werben burd) 

^ i a p.i *q,2 *r,3 *M • • • *n,n 

wo bie (Summation ben gleichen Umfang i)at, wie oorfyitt. 

9tad) ber Slntnerfung gu §. 136 6. ifi aber 

2 i *l,p a 2,q *3,r • • • = ^ + a p.l *q,2 a r,3 • • • 

woburcf) bet ©aß bewiefen ift. 

§. 138. Wflft. 

93ertaufd)t man irgenb groei § origontalrei ßen 
ober irgenb gwei 93ertif alreifyen eines ©tjftemS mit 
cinanber, fo nimmt bie betreffenbe Determinante ben 
entgegengefeßten 2Bertß an. 

33eweiö. 

©inb bie gte unb bie hte ^origontalreiße bie beiben gu 
»ertaufefjenben, fo ift gu geigen, baß 


1 * 1,1 * 1.2 ai,3 • • • *l,n 

*1,1 *1,2 *1,3 • . • *l,n ] 

*2,1 *2,2 *2,3 . . . *2,n 


a 2,l a 2/ 2 »2,3 . . . »2 n 

a g,l a g,2 a g,3 • • . a g,n 
• • • • 


J 

. • • . | 

a h,l a h,2 a h,8 • . . a h,n ' 

* 

a h,l a h,2 a h, 3 • • • ah,n 


. 

a g.l a g,2 %,3 • • • a g,n 

• 

. . . • 

i 

a n,l &n,2 a n,3 • • • &n,n 


• 

• 

*n,l *ii,2 *n,3 • • • *n,n 


2lu8 beiben Sßjlemen ergibt fid> fofort, baß a u unb ai, k 
entfpred>enbe ©lieber berfeiben ftnb, wenn i nidjt in einen ber 
2Bertße g ober h übergebt; ift aber i = g ober i = h, fo ent* 
fpredjen ben ©liebem ag, k unb a hk bc$ erften ©ßficmS bie 
©lieber a M unb a gik te« gweiten ©Aftern«. 
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33ejeid)nct nun R bie Determinante be0 erfieit, R' bie bc0 
jwciten ©t;ftein0 unb ift (h > g borauägefe&t) 

~t~ »l.p Bo ( fj *:i,r • • • »g,x . , , üh,y • • * ^ 

“f »i,p a 2 , q ä;j r . . . 3gy . . . • • • sss II 

ein ©lieberpaar r>on R, fo fjabeit G unb II »erfd)iebene 3cicf)cn, 

weil baö eine au0 feem anberen ©liebe burd) 33ertaufd)ung non 
nur 2 3nbiteö fyernorgeljt, unb R fann a!0 Summe non folgen 
©tieberpaaren aufgefafit werben. Die analog gebilbeten ©lieber 
»on R' ftnb alSbann: 


+ 

8-1, p a 2,q 

*3,r • • 

• a h,x 

• • • *g,y • • • 

, = 

G' 


+ 

a l,p a 2,q 

»3,r • • 

* ®h,y 

• • • *g,x • • • 

, = 

H' 


ober + 

3l,p a 2,o 

a»,r • • 

• »g.y 

• • • »h,x • • • 

, = 

G' 


+ 

a l,p Ä2,d 

*3,r . . 

• *g.x 

• • • a h,y • • « 

, = 

H'. 


@0 ift 

baljer 








G' = 

= — H unb 

II' = — G 

5 



alfo 


R = 

■ 2 (G + H), 




Sö 

II 

U 

(G' + 

H') = 

= — 2 (G 

+ H) 


unb fornit 



R' 

= — R. 



, 

(Sbcnfo 








1*1,1 *1,2 *1,8- 

• ■ «ijg in a : 

l,h ••• 


»1,1 *1,2 *1,3 — 

»l,h • 

■ »i,g • 

•i a l,ol 

*2,1 *2,2 *2,8 • 

*• a 2,g ••• a ‘2,h ••• a 2,n 


*2,1 »2,2 »2,3 ••• 

»2,h ■ 

.. *2,g . 

• • *2,n! 

»3,1 »3,2 »3,3 • 

• • a 3,g a 3,h ••• a 3,n 


- »3.1 »3,2 *3,3 ... 

a3,h . 

...as.g. 

a 3, J 

i**n,l a n,2 ä n ,3 

••• a n,g • • & 

n,h • •• a, n,n 


j a n,l ^11,2^11,3 

1 a n,h' 

a n,g • 

••• a n,n 


Denn läfjt man bic ^orijontalreifKn in 93ertifalreifjen über* 


gefjen, fo nerwanbeln ftei) beibe ©pfteme nad) §. 137 bejüglict) in 

äi,i a 2,i a»,i . . . a„ i j »i,i a 2 ,i »n,i . . . a n ,i 

* 1,2 * 2,2 * 3,2 • • • * n ,2 * 1,2 * 2,2 * 3,2 . . . Sn , 2 

I ' I 1 

»l,g *2,g *3,g . • . *n,g 

unb — 

*l,h *2,h »3,h ■ • « *n,h 
»Iji *2,n *3,n • • • *n,iJ 

welche nad) bem oben SSorgetragenen 

8. 139. Celjrfaft. 

Die Determinante nimmt beit SBertf) 9?ull an, 


»l,h »2,h 

a 3,h • • • a n, 

a l,g a 2,g 
|. . . 

a 3,g . • • ftn. 


a l,n a 2,n a 3,n • • • a n,n 

i 

einanber glcicfy ftnb. 
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wenn $n>ci Jporiflontalre t i> e n ober ^ w c i SB crtifalreifjen 
bc$ ©9(lemS ibcntifd) finb. 

93 c vo e t S. 

3(1 R bic 'Determinante, fo i(l naefy §. 138 R' = — R 
bic (Determinante, weldic erhalten wirb, wenn man bic beiben 
ibentifcfyen SReifjen bcrtaufd)t. (Da aber burd) biefc 33crtaufd)ung 
in bem ©tyjtemc fcincrlci SBerünberung fyerborgcbradjt wirb, fo ifl 
R = — R 

alfo R = 0 

für beliebige dßertfye ber (Slemcnte. 

Seif fiel. 

82,1 82,2 »2,3 • ■ • 82, n 
82,1 82,2 82, :i . . . 82,n 
B»,i a,i,2 83 :1 . . . a3, n = 0. 


I^n.l ®n,2 • • • ®n f nl 

§• 140 . Ce^rfrt< 5 - 

SBenn in irgenb einer .Jporijontal* ober SBcrtifal* 
reifye nur einßlcinent »onSHull t>erfd)iebeti ift, fo re* 
bucirt fief) bie (Determinante bed gegebenen ©t>fle.ni$ 
auf baä SfJrobuft jened (Elementes mit einer (Detcrmi* 
nante ber näd)fl niebrigeren Orbnung. 

93 cm ei 3. 

6« fei 


81,1 

81,2 .... 

8],k • • 

• 8i, n 

a*,i 

&2,2 .... 

82,k . . 

• ®2,n 

81—1,1 

Hi— 1,2 • • • 

8i — l,k . 

• a i — in' 

8i,l 

8|,2 

8|, k . . 

• ®i,n 1 

81+1,1 

8l+l,2 • • • 

ai+i,k . 

. 8i+l,n 


a n,2 • • • • 

8n,kj . . 

• a n ,n 


unb in ber iten §orijontalreil)e nur baS (Element 8i, k »on 9iutl 
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t>crfd)iebcn. ©efct man nun biefe SReilje als bie erfie £orijontal* 
reifye, fo tritt baburcf) an bie ©teile ber 
Iten, 2ten, 3ten, ... (i— l)ten, iten, (i-f-l)ten, (i+2)ten 

bie ite, lte, 2te, ... (i— 2)te, (i— l)te, (i-j-l)te, (i+2)te... 
•fjorijontalrcifye beS urfprünglidjen ©tyftemS. 35a biefe Slnorbnung 
auS jener burd) (i — l)malige ct;clifd)e Skrfefcung erhalten wirb 
unb bei jeber U$ertaufd)ung von jmei ^»orijontafreiljen eine 3ci’ 
d)enünberung eintritt, fo folgt: 


» 1,1 

a i ,2 • • . 

»l.k — 1 

a i,k 

»i,k+l • • 

• a i,n 

» 1,1 

» 1,2 ■ • . 

»l.k — 1 

»l.k 

»l,k+l • • 

• »l,n 

» 2,1 

» 2,2 • • ■ 

» 2 ,k — I 

» 2 ,k 

» 2 ,k+l . • 

• ^ 2 ,n 

» 1 - 1,1 

» 1 — 1,2 • • 

» 1 -l.k- 

-1 » 1 — 1 , 

k » 1 — l,k+l • 

■ ' ! 

. »i—i,n 

» 1 + 1,1 

» 1 + 1,2 • . 

» 1 + 1 , k- 

-1 » 1 + 1,1 

» 1 + 1 , k +1 . 

• a i-f-l,n 

j»n,l 

0 * 11 , • 

a n,k — I 

S’n.k 

»n.k +1 • • 

• 811,11 


©efct man nun l)ierin bie kte SJertifalreilje als erfie, fo tritt 
baburd) an bie ©teile ber 

lten, 2tcn . . . (k — l)ten, kten, (k-|-l)ten . . . 
bie kte, lte ... (k — 2)te, (k — l)te, (k-f-l)te . . . 
äSertifalreilje unb analog wie »orl)in ergibt (td) wegen ber 
(k — 1) maligen ctyclifd)cn 93ertaufcf)ung unter 33emcfftd)tigung, 
bajj (— l)'+ k - 2 = (— l)'+ k iji: - 


»l,k 

»U 

ai,2 . . . 

»l.k— 1 

»i,k+l • 

• a i,n | 

a l,k 

»1,1 

a l,2 • • • 

»l.k— 1 

»l.k+1 • 

• a l,n | 

aj.k 

»2.1 

»2,2 • . . 

»2,k— 1 

»2,k+l . 

• a ‘2,n j 

»1-1, k 

»1-1,1 

»1—1,2 ••• 

»1— l,k— 1 

»i-l.k+l . 

• • a l— l,n! 

»1+1, k 

»1+1,1 

»1+1,2 . . 

»1+1, k—1 

»1+1, k+1 

.. ai+i,n* 

»n,k 

»11,1 

»ll,2 . • • 

a n,k — 1 

»n,k+l • 

• 8n.n 1 

1 


©inb baljer alle ©lieber ber iten §orijonta(reil)e 9luH, mit 
SluSnaljme beS ©liebe« aj, k> fo fann bie ^Determinante immer 
auf eine anbcrc rebucirt werben, in welcher alle ©lieber ber erften 
Jporijontalreifyc mit 2lu«nal)ine be« erden ©liebe« 9lull finb. 
gür tiefen galt läfjt jlct) unfet leidet beweifen. 


Digitized by Google 


p?sr • 


Ciulcitutifl jur Vehrc ooit teil ©etmninanten. 303 

@efct man nacl) §. 136 4) R= J£"( — 1)‘ a lx a, 2 . y a ;) . . . a n , u 
wo e Sie Slnjaljl ber Snverftonen ber ^crmulation x, y, z . . . u 
ber 1, 2, 3, ... n bebeutet, unb bevücfftctjtn^t, bajj 

a )x = 0 für alle 2Bcrtl)c von x mit alleiniger 9lu8nal)me von 
x = 1 ift, fo refultirt: 

R = 2 (— 1)* a,,, a 2 , y a«,* . . . a n u 
»vo nun 1, y, z, . . . u eine 'Rermutationöform von 1, 2, 3, 
. . . n unb £ bie Slnjafjl ber 3nverftonen ber ^ermutation 
1, y, z, . . . u bebeutet. SBetl 1 mit y, z, . . . u feine 3n* 
verfton bilbet, fo fann man and) fcfjreiben: 

R ' — 1 f>i,i ( — 1)* a 2 >. »n, x . . . a„, u 
wo e bie 9ln^at)I ber 3nverftonen ber ^ermutation y, z, . . . u, 
ber 2, 3, ... n bejficfjnct. 

9iun ftimmen aber y, z, . . . u, abgefefyen von ber Drbnung, 
mit ben 3«I)fcrt 2, 3, 4, ... n überein, alfo ft im men aud) 
y — 1, z — 1, . u — 1, abgefefyen von ber Drbnung, 

mit 1, 2, 3, ... n — 1 überein, ober y — 1, z — 1, . . . 
u — 1 ift eine s .J3rrmutation von 1, 2, 3, ... n — 1 unb ba 
auö v — 1 > z — 1 unmittelbar y > z folgt, fo ift <? auef) 
bie Slnjafyl ber Snverftonen ber ‘.ßermutation y — 1, z — 1, 
. . . u — 1 von 1, 2, 3, . . . n — 1. ©efot man nun a M 
= bp-j.q-i, ober ivaä bamit gleidjbebeutenb ift, flcl)t man bie 
jmcite .fporijontalreifye unb jtveite 93crtifalreü)e als erflc 9?eil)en 
an, fo ift: 

R c» aj,x ^ ( 1)* bj,y — i b 2 , x — i . . . b„ — i,n — i, 

n>o alfo y — 1, z — 1, . . . u — 1 eine beliebige 'Rerinuta* 
tion von 1, 2, 3, ... n — 1 unb e bie 21ugaf>( ber Snverftonen 
bebeutet. 90? an barf bafyer au$ fttjreiben : 

R — a u 2 (— 1)* bi, p b 2 , q . . . b„_i,, 
tvo nun p, q, . . . 8 eine beliebige 1 4$ermutation von 1, 2, 3, 
. . . n — 1 unb e bie Sflnjafyl ber 3nverftonen ift, alfo 


bi, i 

bi.s bj ,q . . . 

bl.n— 1 

|b 2 .. 

bi,‘2 b-2,3 . . . 

b'2,n-l 

p |b3,i 

li = ai,i 

r • 

bs /2 by ,3 . . . 

ba,n — 1 

I' • 

bn— 1,1 

bn — 1,2 b„_] 8 . . . 

bn — i,n— 


Digitized by Google 



304 


©cdjfter 2l6jdniitt. 


ober ba a p , q = b p _, q _, ift, auct) : 


»2,2 

»■2,3 

»2,4 • • • 

82,11 

»3,2 

»3,3 

»3,4 • • • 

8 s,n 

84,2 

»4,3 

»4,4 . . • 

84, n 

1 

i* 

811,2 

»11,3 

ün,4 • • 

811,11 


Die Determinante ifl bafyer gleich bem *ßrobuftc bcö erften 
(Slcmcntcö ai,i in eine anbere Determinante, melcfyc erhalten wirb, 
wenn man bic erftc .fjorijontalrcilje unb bie erfte SJertifalreifye 
ftreicfjt. 

Durd) Jlnroenbung biefeö 9tefuftate$ erhalten wir au$ (l): 


»1,1 • • »1,2 . . . 

»l,k — 1 . . »l,k+l . • . . 

81, n 

»2,1 • • »2,2 • • . 

»2,k — 1 . • »2,k+l • . . . 

82,11 

»1—1,1 »i— 1,2 • . 

»1— l,k— 1 Äi— l,k+l . • • 

ai— l,n 

»1+1,1 »1+1,2 • • 

»1+1, k — 1 ai+l,k+l • • • 

»1+1, n 

8n,l • • 80,2 • • • 

8n,k — 1 . 8n,k<4-l • • • • 

8n,n 


SB eit n a l f o in ber iten .fjorijontalreUje alle 
©lieber mit 2lu3nalj>me »on a u 9tull finb, fo ift bic 
Determinante gleich bem Brobuftc auö (— l) i+k in 
jenes ©lieb unb eine Determinante, welche erhalten 
wirb, wenn man bie ite ^origontalrei^e unb bie kte 
SScrtifalreifye iveglafjt. 

@inb alle ©lieber ber kten 9Scrtifalreif>c , mit Sluönaljme 
»on ai.k, gleicf) 9tu0, fo fcfyreibe man: 


»1,1 »1,2 . . . 

»l,k — 1 

ai,k 

»l,k+l • • 

• 81, n | 

»2,1 »2,2 • • . 

»2,k — 1 

a2,k ’ 

»*,M-i • • 

. »2,n 

» 3,1 » 3,2 . • . 

» 3 ,k — 1 

» 3 ,k 

» 3 ,k+l • • 

• a 3 ,n 

»i— 1,1 »i— 1,2 • . 

»1— l,k— 1 

»1— l,k 

»1—1, k+1 • 

• 81 1 # 0 

»1,1 »1,2 . . 

»i,k-l 

»l,k 

ai,k+i • . 

• »l,n 1 

»1+1,1 »1+1,2 • . 

»l+l,k— 1 

ai+l,k »1+1, k+1- 

• »1+1, n ! 

8n,l 8 U| ‘> 

»n,k — 1 

8n,k 

8n,k-f 1 • • 

• 8 n> n ^ 
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unb inad)e nun bie 

§orijontalreil)en $u 

SJertifalrei^en. s 3)fan er* 

l)ält alöbann: 






»i.i 

» 2.1 

a 3 ,i 

. . . aj_i,i 

®i,i 

» 1 + 1,1 • • • »n.i 


<l] o 


«*.2 

- . . »1—1,2 

»1,2 

* 1 + 1,2 • • . a„ 2 

R = 

»1 k— 1 

»2,k— i 

»3,k — 1 

• - . »1— l.k— 1 

H|,k— 1 

fl|-J-l,k — 1- • • a«,k— i 

»l,k 

a-j.k 

»3,k 

. . . ai_j k 

ai.k 

B|-f-l,k • Bn.k 


»l,k+l 

»2. k+l 

»;i.k+l 

. . . aj_i,k+i 

»i,k+l 

»i+i.k+i. . • a„.k+i ' 



»2,n 

»3,n 

. . . <ij — ] q 

»1,0 

• • • ftn,n 


unb ba nun alle ©lieber ber kten ^»orijontnlrei^e mit 2lu3nai)ine 
»on aik glcict) s Jiull ftnb, fo folgt fyicrauö nocf) Obigem: 


f'-i 

a-2i 

»3,1 . . 

. ai. 

-1,1 

»i+i.i . 

»n.l 

iai,2 

»2,2 

»3,2 . • 

. ai_ 

-1.2 

»1+1,2 . 

• • a n 2 

»l,k— 1 

»2,k — 1 

a»,k— i ... ai- 

-l,k- 

-1 »1+1 ,k — 1 

••• a u ,k~] 

»l.k+1 

»2, k+l 

»3,k+l • 

.. aj_ 

-l,k+l »i+l.k+1 

••• a n,k-f] 

|»l.n 

&2,n 

03,11 • • 

. ai_ 

-l,n 

»1+1, n . 

• B n n 


ober wenn man bie ffiertifalreiljen ju Jjorijontalreifyen macfjt: 


ai,i 

»1,2 

»l,k — 1 

»l,k+l . . 

1 • • ^l,n 

»2,1 

»2,2 

a«,k— i 

»2,k+l . • 

• . a 2 ,n 

Ö3.1 

a »,2 

»3,k— 1 

»3,k+l . . 

• • Ü3,n 

la,_;,i 

ai— 1,2 

ai— l,k— 1 

ai— i,k+l 

. • • Bi — i,n 

»1+1,1 

»1+1,2 

»l+l,k— 1 

»1+l.k+l 

• • • »1+1, n 


Bn,l Bn 2 3 n ,k — 1 Bn,k-f-J • • • • B n n j 

3)er <5afc gilt fomit aud), wenn alle ©lieber bis auf eine® 
einer 93ertifalrcil>c 9?ull ftnb. 


Söeifptcle. 

1 % &1 C 1 ;l | 

1) |a 2 b 2 c 2 l = a 3 l 1 1 (i = 3, k = 1) 

a s o o; |D * ° 2 

»i W °i b c 1 

2) a 2 0 0| = — a 2 ? l * (i = 2, k = 1 ) 

% ^ c s i 

Spip. aüormrine flrithmctif. II. 2. flufl. 20 
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®ed>fter 'Jlbfdmitt. 


3) 


4 ) |“ü 
i »3 


b t Cjl 

b 2 c 2 
b 3 Cj 1 

bi Cjl 

0 c 8 | == — K 


a i u 2 C 2 (i = 1, k 

1 ;bsi Cj, ' 


1 ), 


0 c, 


- 8 . 


ß) 


6 ) 


Uj 0 0 0 1 

b a c a d a 
a 3 b 3 c ä d 3 j 

a 4 b 4 c* d 4 ! 

| a i \ 0 di 
b* 0 d a 


la s 

jo 3 


Og Co 


i-(‘- 


i, k 


2 ), 


b a c 2 d a 


c a d 8 

t a 4 b 4 0 d 4 


b a <8 d 3 (i = 1, k = 1), 
bl c 4 d^ 

a i b t d, 

»2 b a dj, (i = 3, k : — = 3). 
a 4 b 4 d 4 


3 ufn$. 

2luö »orfleljenbem ©a&e ergibt fttf) unmittelbar, bajj um* 
gefefyrt jebe Determinante alö eine folcfye r»on t>ö^ercr Drbnung 
bargeftellt werben lann. 

SBeif piel. 


1*1,1 *1,2 ••• *l,n 

!1 a ß y 


1 a ß y 6 

oi«'/ r 

fl‘2.1 a*2,2 *2,n 

0 »1,1 a l,3 a t,3 -- »1,0 



0 n- 2 ,i a 2,2 a 2 ,s ... aj, n 

“* j 

! 

— 

0 0 ai.i ai,2 ai,a ... ai,„ 

• 

• 

,*n,l *n,2 • ••*n,n 

0 a n i a n ,2 a n,3"- »n,n 




0 Oa„,i an ( 3 a„ a ... a t 

roo a, ß, y, c 

r, , «', /, y', 6', 

. . . 

ganj beliebige Üßert^e 


bejeidjnen. 

54. 141. Sdjrfaft. 

@inb f ä in m 1 1 i ct> e (Elemente, meiere fid) auf einerlei 
©eite ber Diagonalreifye eineö Stjfiemö befinben, 
s Jtull, fo rebucirt fid) bie Determinante biefeö fit ein 6 
auf il)r Slnfangöglieb. 


33en>ei8. 

Um ju geigen, bap 


»i,i 

» 1,3 

» 1.3 • 

• *l,n 



I 0 

ps 

Vs 

» 2.3 • 

• * 2 ,n 



0 

0 

» 3,3 • 

• * 3 ,n 

— » 1,1 » 2,2 » 3,3 • 

• *n ( n 

0 

0 

0 . 

• # * •! 
• *n,n 
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fcßcit wir allgemein: 

ai.i = &\;i = ai.s = ....= ö-i.i — i == 0. 

©oll nun ba6 allgemeine ©lieb ter Determinante 

&l,p ä2.q ä:i ( r &4,i .... &n— l,x ^n,y 

mo pqr . . . xy eine Ißermutationöform von 1, 2, 3, ... n if}, 
nicf>t »crfcijminben, fo fann nur 

p > 1, q > 2, r > 3, 8 > 4, .... y = n .... (a) 
fein. ©eßcn mir aber p > 1 oorauö, fo müßte irgenb eine 
ber 3«t)len q, r, s, . . . . x, y gleid) 1 fein, ma$ einer ber Se* 
bingungen (a) roibcrfpred)en mürbe. (Sbeitfo fann nid)t q > 2 
fein, meil fonfi einer ber 3nbiceö r, s, . . . . x, y gleid) 2 fein 
müßte, mad mieberum ben 93cbingungenX«) miberfpredjen mürbe. 
Da in analoger SBeife gefolgert merben fann, baß nid)t r > 3 
u. f. f. fein fann, fo ift alfo : 

p = 1, q = 2, r = 3, . . . y = n 
unb ai j a-2,2 03,3 . . . a n , n 

baö einzige nid)t »crfdjminbcnbe ©lieb ber Determinante. 


«nmcttnitg. ®ie iHicbtigfcit bc-3 uorficlicnbcn Saljeö ergibt fiel) 
and) iurdi reieberbotte Ämoenbung be3 §. 140. gur tiriäutctnng bienen 
nadtftebenbe SJetfpiefe. 


n, b, c, d, 

b 2 Cj d 2 __ 

v 0 0 c, d. 

|ü ti 0 d 4 | 

a, b, c, d, e, 1 

0 b 2 Cjd 2 e 2 


1> 2 c, d, 

^ r » *Ja 

jo 0 d 4 i 


=■- a,b» 


e s ü.i __ a n c d 

|| ,1^ — 11 1 3 U 4 


b , r. 
I) c. 


" u äW u a r., UcTd P . ^8 ,3 c fl . ,1 p I 

2) b 0 c,d, c 3 =a, () (| 3 ,] 3 g = a,b ä 0 d 4 e 4 =a I b,r ll 4 4 
,0 0 0 d 4 e 4 ;; „ 4 ® 4 He,! e#l 


0 0 0 « e. 


a i*wl 4 p 5 . 


§. 142. üöeftiminung Des (Socfficicutcu « u bes ©letuenteS 
»U in ber Determinante R = 2b’ ± «m a 2 . 2 a 3/ 3 .... 

Silbet man bie Determinante burcf) IJJermutation ber 3nbice8 
ber 35erticalreil)en , fo enthält iebeS ©lieb berfelben eincö ber 
(Slemente ber iten £mri$ontalreif)e: 

ai.i, aj /2 , ai,s, . . . a^i,, . . . aj, n ..... (1) 
unb mentt man bie Determinante nad) biefer orbnet, fo nimmt 
biefelbe bie gorm an: 

a u «i,i -f- aj,s ai,j -(-... -f- ai.k «i.k + ai, n «i,n ... ( 2 ) 

2o * 
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äedifter Stbfdjnitt. 


Um nun allgemein ben (Soefftcienten au beö StementcS au 
ju bcftimm?n, bmitfftetjtige man, baf in ben Soefftcienten 

«1,1, «1,2, • • • «1,S> . ■ . «l.n 

feincö bev S'lemente (1) »orfomtut, biefelbcn alfo uiweränbert 
bleiben, wenn man an bie Elemente ber iten ^orijontalreilfc 
befonbere ®ebinguttgen fnüpft unb bafi ferner au fein @licb 
ber kten ®ertifalreif>e enthält. <Sejjt man beSfyalb a ik = 1 
unb alle anberen Siemente ber iten §orijontalreif)e 9iull*), fo 
refultirt: 


ai.i 

a l,2 

• a lk _i 

a l,k 

»1441 

• • a l,n 

a-,,1 

a-2,2 . 

• a 2 ,k_i 

a 2 ,k 

02441 

. • a 2,n 

ai_i,i 

a i— 1.2 • 

. Oj_i,k- 

ai_i,k 

Oi— 1441 . 

. . Ol— 1 ,n 

0 

6 . 

0 

1 

0 . 

. . 0 

a i+l,l 

Ol.|-l,2 . 

• 0141, k_ 

O1414 

014144t . 

• • Oi 4 i n 

^11,1 

a n ,2 

• • a^k— 1 

a n , k 

O11441 • 

• • a n,u 


Diefer Soefficient läßt ftd) aber alö Unterbeterminanteber(n — l)ten 
Drbnung barftellen, inbent man 3 unäcf)fl bie ite ^»orijontalrei^e 
jur erflcn Jporijontalreifje , barnact) bie kte SJertifaireilje jur 
erfien ®ertifalrcif)e macf)t unb auf baS erhaltene @t;fiem §. 140 
nnwenbet. SUian erffült: 




Oi,i 

Ol, 2 • . 

• ai 4 _i 

01441 . . . 

a l,n 




0 2 ,2 . . 

• 024—1 

02441 • • • 

0 2 ,n 

«14 = (‘ 

- l)‘+ k 

Oi-u 

ai_ 1,2 . 

.. ai_ i 4 _i 

ai_ 1441 . . . 

■ Ol — l,n 


• 

a 14U 

0141,2 

• • 01414—1 

0141441 . . . 

• 0 l 4 i, n 



a a ,i 

On,2 . . 

• a n,k — 1 

0 n ,k 41 • • ■ 

a n,n | 

Drbnet 

man alj 

io bi 

e Dete 

r m i tt a n 

tc in ber 

bureti 


anögebrücftcn 2B c i f e , *f o i fl ber Soefficient bcS ©liebe« 
a ik eine Determinante ber (n — l)ten Drbnung, be* 
ft e f> e n b auö ben Slemcnten, welche übrig bleiben, 
wenn man, in bcni urfprünglietjen Spfteine von R bie 
ite .£> ori jo ntalreifje unb bie kte ®ertifa(reifje wegläfj t. 

*) 'Dian tBnnte and) bie übrigen Elemente ber kten SBertitalreibe 
'JiuU fetten. 



8j b, Cj 

1 ) a 2 bg p 2 == 

!®3 b 3 ®S i 


(Sinleitung jur »legre oon beit ®eterminant«n. 

SBcifpicIe. 
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a 


bg C 2 
’ [b 3 C 3 


K U 2 

W k 




= a. 




7 . a bj 

2 ) c z d = z 
e f z 


's p a 
®2 b 2 | 

1 ®3 ^31 

b 2 c 2 

b 3 C 3 
bi % 
' 2 : b 3 C 3 
[bj C, 
83 b 2 Cg 


+ b 8 
^2 

- b, 

+ bg 

— b. 


bi 

b.a 

p l 

«3 

+ 

a 3 

[bi 

b 2 

«1 

c* 

a i 

C 1 



; a t 

Cl 

a 8 

a s 


b S 

a 2 

C 2 

a l 

k 

bi 

b 3 

+ 

C 3 

j®l 

fl 2 

bi 

b 2 

°2 

a 8 

P 2 

c 3 

+ 


i a 2 

»3 

b 8 

b 3 

»1 




a l 

bi 

% 

Cs 


C 2 

a 3 

b 3 

% 

»2 

e l 

«2 

+ 

c 3 

a 2 

bi 

bg 


z d 
f zi 


a b 
if z 


a b 
+ e z d 


= z (z 2 — df) — c (az — bf) - 4 — e (ad - 
= z s — z (ac + be + df) + bcf + ade. 


bz) 


a i »2 0 

3 ) -0 8 j a 2 
|a 2 0 


a 1 1 

4 ) 1 a 1 = a 

1 1 a 


0 8 | 


|a 1 ] 
1 a 


0 a 2 

«2 % 


1 1 |- 1 II 

1 aj ■*" a 1 


a l 3 + a 2 S 


= a (a 2 — 1 ) — (a — 1 ) + (1 — a) 
= (a - l ) 2 (a + 2 ) 


14 

1 

1] 

3 21 „ 1 

i 5 

3 

2 = 14 

A 5! 0 

11- 

-4 

5| 

1 4 0 


1 l \ 

-4 5 


11 


1 ll 


6 ) 


1 1 

2 3 4 5 

4—1 2 3 

3 5—1 2 


= 14 . 23 
1 1 


5.9 + H. 


3 2 ! 
1 = 266 . 


! 3 

4 5 

1 

n| 

1 

11 

111 ! 

= — l 

2 3 i — 2 |- 

-1 

2 3 + 4 j 3 

45 - 

-3 345 

5 - 

-1 2 1 

5 - 

-12 

5 - 

-12 

—123 


= 3 

+ 4 


2 8 | , | 

-1 2 , 


4 5 4-5 4 
-1 2 ' °2 3 


C-J 


4 5 
2 


! — 3 i i 2 + 5 


5 ' — 2 T 2 °+ 

3 y — i ol ^ 

* KHl 


2 3 ; 

2 

14 5 , 
2 31 


1 1 i+5 1 11 

-1 2 2 3 


Q 


3 I 1 l - 
3 2 3 


1 ‘ll 

4 5 J 


3 . 7 + 13 + 5 . 2— 2 ( 7 + 3 + 5 )+ 4 ( 13 — 3 . 3 + 5)— 3 ( 2 — 3 — 1 ) 
c= 44 — 30 + 36 + 6 <= 56 . 
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©ecbfler 'At'W'iiitt. 


fi. 143. \!et)vfittv 

Um eine Determinante mit einem gaftor ju 
multipticiren, faitn man füllt mtlicfye (Sie mente einer 
.fjori^on tal« ober einer 93ertica(reif)c beö betreffen« 
ben ©pfiemö bamit multiplicirxn. 


©emeis. 

\ b, Cj . . . 

3ft R = a 2 b 2 c 2 ... 

fo fann man ttacf) §. 142 fdjreiben: 

R = a t « x -f- b t ß x + Cj Yi + • . - 
tvo «j, ß x , y t , ... feine (Slemente ber crften ^>ori^ontalreif>e 
enthalten unb erhält fomit: 

P a i pbi pc t . . .’ 

!* u' l* = P»i «i + Pbj ßx + pc t Yx + 

h 3 u 3 l 3 • • • 


= p ( il i K i + \ßx 4 * • • •) 


pR = 


a i b t Cj ... 

a 2 b 2 c 2 ... 
P L b c 

**8 u 3 * * • 


(Sbenfo fann man fegen: 

R = a, <p x + a 2 c/ 2 + a 3 y -H + ... 
mo (f x , (p it y 3( .... feine (Slemente ber erften ©ertifalrcifye 
enthalten, unb e$ ift baljer: 

P a i b, c, . . . 

|pj 2 b 2 c 2 . . ■ s =pa 1 y 1 +pa 2 y 2 -f*...=p( a ,y l +a 2 y s +...)=P R 

‘P a :l D S C 3 • • ■ 

Söctfpiel. 


®i bj _ . j-. 8j b x __ 9, bj _ Oj b, 

a 3 b 2 ' •']a 2 b 2 | — a„ b 2 | n 2 b 2 ' 


3»fa&. 

© n t f> a 1 1 e n fämmtlicfye (Slemente einer ^orijontal« 
ober einer ©e rtifalrcifye einen gemein fd?af tlicfyen 
gaftor, fo fann biefer bem ©pflrme al$ gaftor uor« 
angefegt merben. 
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Seif piel. 


a, b, c, 

1) a, b a Cg 

b«j Cg 

|aj b, c, 

2) a, b, c 2 
äj b| c 3 


,1 

b t 

«hl 

1 

b 2 

Cg 

11 

b 3 

<*si 


1 1 

<h 

I 

1 1 

Cg 


1 1 

% 


= 0 (n at$ §. 139) 


S- 144. Öefjrfnts. 

©inb bie entfprecfyenbcn gfemente jroeier A^ori* 
jontaf* ober jweier Sertifafreifyen eines ®i)jieni8 
proportional, fo ifl bieDeterminante i b e n t i f d> 9tuü. 


SeweiS 

9ladj §. 143 3uf. unb §. 139 ifat man: 
ta b t np mp e, 


|a* b g nq mq e Ä 
nr inr e 3 
ns ms e 4 
'6 


»2 

[a 3 b 

a 4 & 

a 


= mn 


f 6 b 5 nt mt e* 


»i b, p p e, 

ag b 8 q q e s 

®i bj r r C3 

a 4 b 4 s s e 4 


b 5 t 


t e* 


0 


§. 145. Cefirfaft. 

©inb fämmtficbe (Slemente einer £orijontal* 
ober einer Sertifafreifye eines ©pfiemeS ?lggregate 
001 t m ©fiebern, fo (äfft fid) bie entfprecpenbe De- 
terminante in ein Aggregat oon m Determinanten 
a u f I ö f e n. 

SeroeiS. 

3fl a u = Pi 4- q t 4- r, 4- . . • 

a»,» = Ps 4- 9* "4 r * 4- • • • 


ai.n = Pn + 9n + r n + . . . 

unb man fejjt: 

R = a u «1,1 + a i,2 ai,2 + . . . + ai,„ «i, n 

n>o atfo'ai.1, «1,2, . . . «t,„ feine Elemente ber iten JporijontaU 
reil)e enthalten, fo erhält inan: 

ß = (Pi + 4i + r 4 ) «1,1 4- (p 2 4- 4* 4- ij + . • •) “i.2 4- • • • 
4* (Pn 4- q n 4- To 4- • • •) «i,n 
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= Pi «l.l + P 2 «1,2 + . . . + Pn «i.n 4“ 

<ll «U "I - Qa w i .2 4 “ . ... 4 * <Jn «i.n 4 ~ 

Pi «u -+- r 2 ai,2 r n ai. n -+* 


Die einzelnen Steifen btefcö 9luöbrucfc$ ftnb nun Determinanten, 
welche auS R entfielen, wenn man an bie Stelle ber iten £ori* 
äontalreifjc 

a l,l a i.2 a i,3 .... a i n 

bejüglid) bie Sieben 

Pi Pa Ps • • • 


fefet. 


<ll <Ü2 % ■ • • 
r, r g r s . . . 

33eifpiele. 



a i + «1 




| a i \ cJ 

«, b, ci 




1) 

a 8 + a 2 

b 2 

°2 = 

= 

| a 2 b 2 

1 4" «2 b g Cg. 





!«3 + a s 

^8 

C 3i 


|o s bij Ci| 

1*3 b 3 <% 





| a i + «1 

+ <*1 

bi 

Cil 

!“i 

b i qj «J b x 

Cx; a i 

b l 

Cl 

2) 

i a s 4~ ^2 

4“ a 2 

bg 

c 8 ! 

= »2 

b 2 c 2 + «2 b 2 

°2 4" a 2 

b 2 

C 2 


il 3 4~ “3 

4* a 3 

bs 

°s; 

i»3 

b 3 e 3! « 3 b 3 

°8 a s 

bs 

C 3 


3 u f ä ^ e. 

1) Der SBertt) einer Determinante wirb n t cf> t 
»eränbert, wenn man ju b en (Elementen einer Jp 0 r 
j 0 n t a ( * ober einer 93ertifalrcif)e bie mit einem b e * 
liebigen co n fla n ten, pofitiöen ober negativen gaftor 
multiplicitten Elemente einer $arallelreil)e abbirt. 


33 c i f p i e l e. 



!a x + b lP 

b i 

Oll 

«1 b l 

°i 

; b iP 

b i 

Ci 

i) 

»2 + b aP 

b 2 

c 2 = 

i a 2 b 2 

Cs' 

+ ib 2 P 

b 2 

C 2 


a 8 4* b sP 

bs 

0»! 

a s bs 

c a 

l b sP 

bs 

Cal 



a i b, Cj 

1 * I 

b i b x Cji 

®1 b ! C, 

= 

a 2 b 2 Cg ; 

+ P 

b 2 b 2 Cg. 

ja 2 b g Cg 


, a s b 3 c 3 


b 3 b s O3] 

l 8 .1 b 3 C S 


W 

Cl 

1 K 

l b i c. 

a 3 k 

b 2 + b 3 k c 2 + c. 3 k! — .a< 

j bg Cg 


bs 

«3 

1 !»: 

i b 3 C 3 


a i b t Cj 

I I 

a, \ Cjj 

»1 b i C, 

**= 

a 2 b 2 Cg 


a 3 b 3 03! = | 

a 2 bg Cgi 


®3 b s ^3 

^ b s Cg| 

a s b s c 3 | 


) a l b l «1 I 
ayk b 3 k c 3 kj 
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| a i \ eil jb,p b t Oil kq bj. c,| 


| 8 1 “4 Np + C,q b, Cjj |Hj u, «ij ,u,y u, |l ^4 uj 

S + b 2 p + Cjq b a c * *H a * b 2 fgj+jbgp bjj e s :+ e 2 q b 2 e s 


3 ) 


2) ®ebt eine 9t e 1 1) e einet Determinante aud ben 
übrigen baburcf) fjerbor, bajj man biefe mit beflimmten 
Soefficienten multiplicirt unb barnad) abbitt, fo 
ift bie Determinante 9tull. 


-4 b 3 p + c 3 q 

b s ^ 

k b 3 C 3| 

' bgP b 3 C 3 

o 8 q b 3 Cg| 

ja, b, c, I 


b, b, c,| 


k b i c,| 

a, b, c. 

ä= 'a 2 bg Cg. 

+ P 

bg bg Cg, + 

q 

C 2 b 2 *V 

= üg bg Cg 

a 3 b 3 c 3 | 


1 b>3 b 3 c„| 


C S b 3 C 3 

I a 3 b 3 C 3 | 


1) 


2 ) 


Denn man Ijat j. 

SB. 




a, b, 


Ci 

h b. 


®g bg 

Cg 

i®2 b 2 ^2 

a i* "4 o^y b ,x + bgy c x x 

+ c*y 

|a,x b x x c,x 

a, b, c, ; 

ja, b, c. 


a, b, c. 


a g bg Cg | — x 

|0g bg Cg 

-4 y 

a g bg Cg. 


a 2 y b 2 y c 2 y| 

a, b, c. 


8g bg CgJ 


= 

x . 0 - 

- y • c 

= 0. 


»i b t a x x + b t y 

! a i 

b i <H X | 

ia, b, b,y 


^2 b 2 ®2 X “t” b 2 y 

= lüg b 3 a 2 xi 

+ i a 2 bg b 2 y 


a 3 b 3 a s x + b s) r 

: a 3 

b 3 a 3 x 

,o* b 8 b 3 y 



+ 


j 8 l k 8,i 

;0 2 b 2 09 1 


a i W bj 


0 = 0. 


+ y l a ä bj bj 1 = X . 0 + y 
i a 3 b;[ 0g i a 3 b;t b 8 

3) 93on borftefjenben ©ajyen fann man mit 93ortb>eü bei bcr 
Ummanblung gegebener Determinantenfpfieme unb fyiernad) bei 
ber Slufftnbung beö 2Bertf)eS ber betreffenben Determinante @e* 
braud) mailen. 3»t Erläuterung beö 33erfal)rend bienen nad)= 
ftc^enbe SBcifpiele. 


1) 


2) 


|1 x, — a y t — -b 

I x 2 a y 2 b 

II x 3 — a y 3 — - b 


— a 7i 

xg — a y 2 
ll a 
= 1 x. 


b 


7i ~ b = 1 x, y x 


y, — b|*)|l x, y,| **) 
y 8 — bj=|l Xg y 2 
y 3 — b ,1 x 3 y 3 ; 

0 | 1 1 a — ab — b 

l — o 7t~ b|=|l x, — a y, — b 
1 Xg — a y g — b 

l + ) 


— ll 

bi 1 1 Xn a v« ™ i— b 
b — bl***) ll a b ' 


1 xg y s — bj 


1 X. 


: s JY 


*) ffiemt man jur 2ten Sert ifatr. bie mit a multipl. lte abbirt. 

**) f n n 3. fr ff b „ 1. ff 

***\ 1 a 

/ tr tr tt n tt tt ** 

t) tr tt n 3. f f ff ff b 


1. 

1. 
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1 

1 


1 

l'i 


4 1 


t 

1 

*) 


4 

0 

0 

0 

**) 


1— 

•1 

— 

1 

1; 


0—1 

— 

1 

1! 



0- 

-1- 

-1 

1 



1— 

-1 


1- 

■1 ! = 

— 

0—1 


1— 

•1 


0- 

-l 

1 

— 1 



1 

1 

— 

-1— 

-H 


0 1 

— 

1— 

1 



0 

1- 

-1- 

— 1 





4 

0 

0 

°! 


I 4 

0 


0 

01 

+) 


4 

0 

0 

Oitt) 



0- 

-2- 

-1 

l 

0- 

-2 


0 

0 



0- 

-2 

0 

o| 

=5 ’ 


0 

0 

1- 

-1 


0 

0 


1- 

-1 

= 


0 

0 

2 

0 



|0 

Ö- 

-1- 

-1 


0 

0- 

— 

1- 

-1 



0 

0- 

-l- 

-i! 


*4 0 0 0 

0—2 0 0 | 

0 0 2 0 

0 0 0 — lt 


ttt) 

= 4 . 


— 2 


2 . — 1 =16. 


4) “Die Determinante 

a i bj Cj 
H ■ n 2 bj Cg 

I a s b g c s | 

in eine Determinante jweiter Drbnung ju »eroanbetn. 


Sluflöfung. 
9Kan Ijat nad) §. 144 unb obigem 



a i 

bjCj 

bi^j 

!«i 

biCj 

0 

Rb lCl = ■ 

% 

bgCi 

bjCgi 

= a 2 

bgCj 

b^Cg b 2 c, 


°3 

bgCj 

bi c s! 

a 8 

bgCj 

*>lC 3 — Vll 

a 

1 

bi 

0 

1 




Rbj ~ • 82 b 2 
! ®s b 3 

a ib’i 

Rb^&^b^ _ 9gbj 

agbj 


W «'s 

a,b x 


bs c i 
0 


I 8 > bl ° ° u 

a 1 b s bjCg — b s c 1 =ja s b 1 ajbg— a 8 bj bjC 8 — b 8 Cj 
a i b 3 bjC 3 — bgCj a 3 bj ajb 3 — agbj bjC 3 — b 3 Cj 

° ° „ | ai W — B *bi V*— b*Cij*t) 


®®*bi »2 “tb*— agbj bi Cg b 2 0 i — a i ab _ ab bl c 3 — bgC x 

o n r» o K Kn ri r> 1 ü v *. 


°s ajbg 


R = 


8g b t bjCg bgOji 

1 ajbg 


bjCg bgCjl 


bi ajbg a 3 bj bjC 3 


b 3 Ci 


*) SBcint man jut 1. Skrtitalr. bie Summe ber 2., 3. uitb 4. abbtrt. 
**) „ „1. ■'porijontatr bie Summe ber 2., 3. unb 4. abbtrt. 

***) ®urcft Sbbition bet 2. unb 3. SSertitalreifje. 

t) „ „ „ 2. „ 3. §onjontatrei6e. 

tt) Xmtdi Subtrattion ber 4. ßorucntatreüie »du ber 3. 

t+t) „ » „ 4. äktfttalretfje oon ber 3. 

*t) 3tadi §. 14b. 
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i 4 

10 

20 

1 

4 

10 

20 

1 5 

15 

35 

0 

1 

5 

15 

1 6 

21 

50 

— jo 

1 

6 

21 

1 7 

28 

84 

• |0 

1 

7 

28 


|1 5 15 
1 6 21 
1 7 28 



1 5 15 

il 6 

= 

0 1 6 

— ' jl 7 


0 1 7 



1 

a 

a 2 

a 3 

a 4 



0 a— b 

a 2 — 

b 2 

a 3 — b 3 a‘— 

b 4 

1 

b 

b 2 

b 3 

b 4 



0 b— c 

b 2 — 

c 2 

b 3 — c 3 b 1 — 

c 4 

1 

c 

c 2 

< 

-.3 

c 4 

- 

= 

0 c— d 

c 2 — 

d 2 

c 3 — d 3 c 4 — 

d 4 

1 

d 

d 2 

d 3 

d 4 



0 d— e 

d 2 — 

-e 2 

d 3 — e 3 d 4 - 

e 4 

1 

e 

e 2 

e 3 

e 



1 e 

e a 


e 3 e 4 






a 

— 

b 

a 2 

— b 2 

a 3 — 

b 3 

a 4 — b 4 






b 

— 

c 

b s 

1 — c 2 

b 8 — 

c 3 

b 4 — c 4 




“ 1 


c 

— 

d 

c 2 

— d 2 

c 3 — 

d 3 

c 4 — d 4 






d 

— 

e 

d 2 — e 2 

d 3 — 

e 3 

d 4 — e 4 j 



ober wenn man ba« ^Srcbult 


(a — b) (b — o) (e — d) (d — e) = P x 

fefct 

1 a + b a 2 + ab + b 2 a 3 + a 2 b + ab 2 + b 3 : 

_ p 1 b + e b 2 + bc + c 2 b 8 + b 2 c + bc 2 + c 3 

“ 1 c, + d c 2 + cd + d 2 c 3 + c 2 d + cd 2 + d 3 ' 

1 d + e d 2 + de ■+ e 2 d 3 + d 2 e + de 2 + e 3 


Oa — e a 2 — c*+ab — bc a 3 -|-a 2 b+ab 2 — b 2 e — bc 2 — c 8 j 
_ 0 b — d b 2 — d 2 +bc — cd b 3 -f-b 2 c+bc 2 — c 2 d — cd 2 — d 3 

1 0 c — e c 2 — e 2 -fod — de c 3 -f-c 2 d+cd 2 — d 2 e — de 2 — e 3 i 
1 d+e d 2 +de-|-e 2 d 3 -f-d 2 e+de 2 -f-e 3 

a — c a 2 — e 2 -f-ab — bc a 3 -f-a 2 b-)-ab 2 — b 2 c — bc- 2 — c 3 
= — P t b — d b 2 — d 2 +bc — cd b 3 +b 2 c+bc 2 — c 2 d — cd 2 — d 8 
c — e c 2 — e 2 +cd — de c 3 +c 2 d+cd 2 — d 2 e — de 2 — e 3 
ober toenn man (a — c) (b — d) (c — e) = P 2 
fefet. 


= - Pr r 3 

“ - Pt p 2 
= - Pr P 2 

ober 

gefegt# 


1 a -f- b -f- c a 2 -f- ab -f- ac + b 2 -j- bc + c 2 l 

1 b + c+d b 2 + bo +bd + c 2 + cd + d 2 | 

1 c + e d c 2 + cd + ce + d 2 -j- de + e 2 

0 a — d a 2 + ac + ab — bd — cd — d 2 

0 b — e b 2 -f- bd + bc — ce — de — e 2 

1 c + d-(-e c 2 -f- ce -j- e 2 + de -J- de -(- d 2 

a — d a 2 + ac + ab — bd — cd — d 2 

b — e b 2 — |— bd. — )— bc - — cc — de — e*| 

(a - d ) (b - e) = P 3 
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- Pi r 2 p 3 


a + b + c + d 
|l b + c + d + e 


_ Pj P 2 P'i (e a) 

= (a — b) (a— c) (a — d) (a— e) (b — c) (b — d) (b — e) (c — d)(c— e) (d — e) 
|abcdj a + b + c + d b*c d *) 


7) 


bade' 
c d a b 
d c b a 


a + b + c + d a d cj 

a + b + c + d d a b 

a + b + c + d c b a 

a + b + c + d = S l 


ober wenn man 

fegt, 

= Si 


ober wenn man bie 3eid)en bet 2ten 93crtifalrei^e änbert unb 
c -f- d — a — b — Sg 

feßt. 


1 b c d 

• 

1 b c d 

lade 
1 d a b 
1 c b a 

= Si 

Oa+b — c — d d+c — a — b c+d — a — b 
1 d a b 

1 c b a 


-Sr S 2 


1 — b c d 
0 111 
1 — d a b 
1 — c b a 


— SjS s 


1 


0 — d+c a — bb 


1 


-s. s 2 


o 

t) 


d 

1 

a 


a 


***\ 


— — S, S 2 , c — d a — b b — a| 


1 — b c d 

0 1 1 1 

0 c — d a — b b — a 

Ob — cb — ca — d 

1 0 1 Ift) 

Sj S 2 c — d a — b — c+d b — a 
!b — c 0 a — d| 

10 0 ;ttt) 

o — d a — b — c+d — a+b — c+d 
b — c 0 a — b+c — d 

-a+b— c+d : 
a — b+c — d 


1 1 1 
a — 

b — c b — c a — d 


= — S t S, 


o q a— b— c+d 

— b, S s Q 


= — Sj S 9 (a— b- c+d) (a — b+c — d) 

= (a+b+c+d) (a+b — c — d) (a — b — c+d) (a — b+c — d). 


*) Sßemt man jur Iteu SJ. bie 2te + 3te + 4te S?. abbirt. 

**) SBcnn man ftatt bev 2ten ö. bie 2te -(- ltc — 3te — 4te 6. fel}t. 

***) JUenn man ftatt ber 3ten bie 3te — 4te §•' fetjt. 

V „ „ 4ten „ „ 4te — lte „ „ . 

ft) Statt ber 2ten S. bie 2te — lte S. 
ftt) „ „ 3ten S. „ 3te - lte 95. 
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§. 146. ^luflüfuiifi eines Stiftems Don (älcicfjungcn Des 
elften ©vaDes. 

©efct matt, um einen beftimmten $all »ot Singen }u fyabett, 

a, b, cj a t x b, c^j ^ a^x + b,y + c,z b, c r 

a u b 2 c* — a*x b a c s ' = - u a x '+ b 2 y + c 3 z b a c 3 u.f.m. 

a 3 b 3 c si X a 3 x b s f 3 X a s x + l > 3 y 4~ C 3 z b 3 c 3 J 

fo folgt: |a, b, c, a,x 4- b,y + e,z b, cJ 

x ja 2 bj “ a 2 x 4* b 3 y 4 c 3 z b a Cg ; 
a 3 b 3 Cj! a 3 x -+- b 3 y -f- c 3 z b s r 3 ' 

b t a 3 a,x 4- ^y 4- c,z Cj' 

y ag bg Cg = ag agx + b 3 y c 2 z c 3 | 

a s b 3 c 3 % OgX -f" b 3 y 4* c s z **3 

^ b 4 Cjl a, bj ajX + b,y 4- c 3 z 

z ag bg Cgj = j a 2 bg a 2 x 4" b 2 y 4- c 3 z 

a 3 b 3 Cg, Og b 3 OgX 4~ b 3 y 4" c 3 z 

©inb nun feie 2Bertf)e »on x, y, z burcf) bic ©leictyungen 
a iX 4- b t y 4- < 4 z = d,l 

a s x 4- b s y 4- CgZ == d 2 > (a) 

a 3 x 4- b 3 y 4- ^z = d 3 J 

befiimmt, fo l)at man: 

x 

k b t c 3 aj \ dj 

z jag b s c 2 — a 3 bg d 2 

ja 3 b 3 c 8 | a 8 b 8 d 3 

roorauS fidf leiert bie SBertlfe von x, y, z beregnen (affen. 
Analog ftnbet man auö ben vier ©leidjnngen: 
a,x 4- bjy 4- CjZ 4- d,t = e t 

a s x 4 ~ b 2 y 4~ c * z 4* d 3 t = eg 

a 8 x 4- b 3 y 4- c„z 4- d„t = e 3 

a 4 x 4- b 4 y 4- c 4 z 4- d 4 t = e 4 


a i b t Cjl d t b x Cg 

Og bg Cg — dg bg Cg 

i a s b 3 c 3 dg b 8 c s 


a i ^ c, laj d t Cj. 

y a s bg Cg = 3g dg c 2j 

.ag b 8 c 8 ja 8 d 3 c 3 ; 


bie Unbefannten 

X 


bunt) bie ©leidjungen 


a i b 3 c t d t 


e t b 4 Cj dj 

fljj ^2 Cg ^2 



Cg bg Cg dg 

a s b 3 c 3 d 3 


e 3 b 3 c 3 d 3 

a 4 b 4 c 4 d 4 


e 4 b 4 c 4 d 4 
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b l 

Cl 

di 

1% e x 

Cl 

d,j 


b* 

Cjj 

d* 

l a 

a 2 

e 2 

c* 

dj 

a # 

b 3 

«3 

d 3 

[ a 3 

e 3 

c 3 

d 3 

k 

b 4 

C 4 

d 4 

l»4 

e 4 

«4 

di 

»i 

b l 

Cl 

di 

»1 

bi 

e l 

di 


K 

<*2 

d 2 

a 2 

b 2 

e 2 

cl, 

8 3 

b 3 

C 3 

d« 

»3 

b 3 

e 3 

d 3 j 

»4 

b 4 

C 4 

d 4 

«4 

b.i 

e 4 

d 4 ! 

a i 

b i 

C 1 

di 

k 

bi 

Cl 


a 2 

b* 

<■2 

d 2 

a 2 

b a 

<2 

c* 

«3 

b 3 

®8 

d 3 


b 3 

C 3 

e s 

»4 

bi 


d 4 

k 

b 4 

c 4 

ei 


3n ä^nlid>er SEBeife gilt ba6 ®efe$ für ein ©Aftern von 
n @leid)urigen. 

Um nlfo ein georbneteö ©tjjtem von n ®leid)ungen beö 
erfien ®rabe$ aufjulßfen, beregne man guerfi bie Determinante 
beö ©bftemö bcr n 2 (Soefftcienten ber ©lieber ber linfen ©eite, 
alöbann bie n Determinanten, meltfie man ber 9ieit)e ttacf) erhält, 
roenn man fiatt ber 1, 2, 3, . . . nten 93ertifalreif)e ber »origen 
Determinante be^üglicf) bie SSertifalreiffe, roeldje burd) bie ©lieber 
ber regten ©eite ber ®leid)ungcn gebilbet mirb, einfdjaltet. 
Die n Quotienten auö jeber biefcr n Determinanten burd) jene 
liefern aläbann bie 2Bertt)c ber entfpredjcnben n Unbefannten. 

a, K c, 

Slnmcrtung. Sie Seternünaute ;u 2 b a c, tanit itad) Slorftcbcnbetn 

a, b s c a 

and? als gcmcinfd)afil id)cr SHenncr ber fid) für x, y, z auä teil 
©Icitfnmgcu («) ergebenden SBcrtbe bcfinirt »erben. 

©§ lägt ficft natilrlüf) aisbann tiefe Definition and) auf n* (Slemcnte 
auSbegnen. 

23 e i f p i e l e. 

1 ) ©inb x — 2y + z = 2 

5x + 4y -f- 3z = 60 
2x -f- 3y — 9z — — 1 
bie gegebenen ®leid)ungen, fo fiat man ; 


1—2 1 1-211 
k 4 3— Jo 14—2 = 
2 3 — 9 |0 7—1 1 1 

2—2 1 2 —2 
60 4 3 = 54 10 

i— 1 3—9 |—1 3 


14-2 2— 2 1-1 

7-11 1 — llj 1—11 



1 '2—21 
0 =!54 10 0 

—9 17—15 0 


54 10! 

17 — 15[ 


980 
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x = 


1 2 ll 

=2 54 0 = 

2 —1 —9, 

|5 4 0[ 5 

£ 


2 1 
60 3 

— 1 —9 
—2 2 
4 60 

3 — 1 
Somit wirb 
— 980 

= 7; y = 


.!& 4 60 = 
|2 3 — li- 


,11 

4 

125 184 
2 3 


2 1 

54 0 = 
17 0 

°l 

— 1 


2 54 
11 17 | 


= — 560 


5 4 

125 1 84 1 


140 
2) Semt 


x 

2x 

4x 


—560 
— 140 ~ 

4- y + 

4* 3y 4* 

4~ 5y — 
2y + 


4', z 


—420 
— 140 
z + 2u = 12 
4z — 5u «= 28 
2z 4- 3u = 16 
7z 4- 4u = 55 


= — 420. 


= 3. 


I 1 l 

ba8 gege6ene ©Aftern oon ©kidjungen ift, fo Ijat man: 
3 4—51 


1 

1 

1 

21 

2 

3 

4- 

“ 5 =1 

4 

5- 

-2 

3 1 

5 

2 

7 

4 


2 7 


1 

1 

2 

|1 

1 2! 


1 

1 

2 

5—2 

3 4~4'3 

4-5- 

-5 

8 

4- 

-5 

'2 

7 

4 

'2 

7 4; 


5- 

-2 

3; 


+ 4 


1 

(- 


3 

t 

4 

3 

4; ' 
—5 

4 “ 
4 —5 

i-2 3 

87 

+ 4 (51 


—2 

7 

-2 
7 
4 
7 


— 5 


3 


—5 


+ 2 


4 —5: 


+ 2 

+ 2 

1 2 


—2 
1 2 
2 S| 
2 

— ö! 


1 2‘ 
4 — 5j 


—2 3| 5 j4 

255 4- 4) — 2 (— 29 -I- 50 + 14) 

, 4 (51 4- 30 — 26) — 5 (2 — 21 — 65) 
— 338 — (2.35) 4- (4.55) — (5.— 84) 

338 — 70 4- 220 4- 420 — 232. 

1 2 

(12.— 338) — (28.35) 4" (16.55) 
— (55.— 84) = 464 


12 1 
28 3 
16 5 
|55 2 
11 12 
2 28 

4 16—2 

5 55 7 


4 —5 
—2 3 

7 4 

1 2 
4—5 

3 

4 


128 4 

116 — 2 
55 7 


12 

1 2 

112 1 2 

12 

1 

2; 

—2 16 

-2 3 4-4 28 4-5 

—5128 

4 

-51 

55 

7 4, 

'55 7 4 

16—2 

3! 


= 1 

■ 

28 

:: - >* 

4 — 5 , ,, i 4 

7 4| + 55 1-2 


' 

—2 3 

121,,, 12 

— 2 

12 

7 4 ~ 16 
4 —5 

7 4' + 00 — 2 3 
1 2 , ,, 1 2 

4-' 4 

12 

7 4;” 28 

7 4 1 + 55 4 -5 


> 

5 • 
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— 5 


12 


4 — 5j 
-2 3 


— 28 


1 

-2 


+ 1 6 


|1 

4 


= 1 (— 812 — 816 + 110) — 2 (— 348 + 160 + 885) 
+ 4 (612 + 280 — 715) — 5 (24— 196 — 208)= 696. 


1 1 12 
2 3 28- 

4 5 16 

5 2 55 


?i 3 28 

31=1 5 16 
2 55 

4 1 


5 

1 12 2 1 12 

2 


1 12 

2 

3 

—2 5 16 3 +4 3 28 

—5 

—5 

3 28 

— 5 1 

•1 

2 55 4 1 2 55 

4 


5 16 

3, 


= 1 


+ 4 


16 3 

28 -5 , 28 —5 

— 5 

55 4 

+ 2 

55 4 ' 16 3 


16 3: 
jö5 4| 


— 5 


12 

! 55 


1 


\ZÖ - 

— 0 

. g 

! 55 

4 1 


28 - 

-5 

q 

*16 

3; 

— o 


2 

4 ' 

12 

55 

12 


+ 2 


+ 2 


1 1 2 21 
1 1 6 3' 

12 


16 3' 

1 (— 303 — 1935 + 328) 


+ 5 


'28 

I 12 

28 


1 1 
2 3 

4 5 - 

5 2 

= 1 


+ 4 


+ 4 (387 + 186- 
1 12 
4 28 
-2 16 
7 55 
„ 1—2 


2 (— 101 + 310 + 8) 
232) — 5 (164— 12 — 580) = 1160. 


13 

4 28! 

1 

1 12 

1 1 12 

|1 

1 12 

=15 

—2 16j— 2 

Q 

—2 16+4 

3 4 28 

—53 

4 28 

2 

7 55 ! 

2 

7 55 

2 7 55 

\b 

—2 16| 


1 6| 


I 


7 55 


:: + 2 


4 281 


1 


— 3 


5 I 

1 

7 


+ 2 


1-2 16 | 
1 12! 


1 

4 28 
+ 5 


-2 16,j 
12 


28! 

55 1 
12 
|7 55 
12 ! . 

55 1 + ' 

1 12 : 

— 2 16: 

240) — 2 (— 222 + 145 + 80) 
5 (120 — 120— 100) =232. 


—2 16 
7 55 
4 28 
7 55, 

4 28 j _ - 
—2 16 ‘ 

1 (— 666 — 120 

+ 4 (24 + 87 — 40) 

68 ift bafyev: 

464 . _ ^ __ o. _ 1160 _ _ 232 

~ * ’ J 232 ’ * aoa 5 ’ U 


1 12 
4 28 


232 


232 


232 


= 1. 


§. 147. Slufßaficn jur Ucöuttg. 

1) 5Dic 3iwcrftoncn mijugcbfn in Den ^ermutationSformen: 

a ) fl 3 8 1 a G 8 4- C) a 4 a 2 il 3 ®1 3 6 a 6 - 

b) a 3 n 4 n s a ß n 6 . d) a ä a 8 n 8 n, a 2 a t . 
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2 ) 2 ßie t'iclc Sitvcrftoncn enthalten bie s 4 ?mmilotiondfcrincn : 
a) a 3 a a a 4 a, a e a 8 a f , a 7 . b) a 7 a B a 3 a, n a n 4 a 6 a,, a 8 . 

3 ) Die Determinante 


»1,1 ai,j »i,a a ] 4 
»2,1 a-2,2 a-ja a2 , 4 
»3,1 »3,2 aa,a aa.4 
a 4 ,i a 4 _2 a 4 3 a 4 4 

bnrcf) ^ermutation «) ber ^orfyontaljeiflrr ; ß) ber Sertifafyeißer 
ju entroirfeln. 

4 ) Die Determinante 

a i b 4 ^ d t 

a 2 b 8 c a dJ 

a 3 b., c 3 d s 

»4 b 4 C 4 ^4 

ju enttturfeln. 

5 ) 9 )init foll natfjweifeit,, bafi man für bie ^ermutationSform 
ai.» »2,4 » 3,2 »4,1 einerlei 3f>d)cit erljält, wenn man biefelbe anct 
»j,i »2,2 » 3,s »4,t auf bie beiben in Sluf^abc 3 . be^eic^ncten 91 rtnt 
fjerlcitet. 

6) Daffclbc für 

«) »1,4 »2,2 «3,6 «4,1 »6,3 J ß) «13 a,,, 2 »: U « 4 4 «5,6 8«, 6. 

7 ) Durct) (Sntrcitfelung ber Determinanten nad^umcifen, 
bafi foltieitbe ©rjirfynncjcn ftattfinben: 


\ 


h b >! ~ 

a ) L i, i 

l«2 

!». » a | 
b 4 b 2 | 

«i K <Y 


»1 »2 »3 

ß) »2 b a c 2 


bj b 2 b 3 

i»3 bj C 3 


C 1 C 2 C 3 


d) 


a i b x 

<h. 

dl 


»2 

»3 

»4 

. »2 ^2 

<■* 

da 

bi 

b 2 

b 8 

b 4 

*> «3 b 8 


da = 

Cl 


<■» 

c 

C 4 

»4 b 4 

C 4 

d 4 

di 

da 

da 

d 4 

!a l bl[ = 


i a 2 b 2 ' _ 


• 

bi »i‘ 

» 2 b* 


a i b 4 

J 



b 4 a Ä 


£ c i ft , ollgtmciiic Mritljmciif. H. 2. tlufl. . 21 


v 
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«1 

b l 



a s 

b » <V 

»3 

b 3 


*) 

«* 

b S 

c,. = 

— 

a x 

b l ^ = — 

a„ 

■ 

b 2 

c 2 : 



b 3 

c 3 : 


«3 

b 3 

a i 

b l 

c il 




b l 

»x 

Ci b l 

c i 

»1 




«= — 

b 2 

a 2 

c 2 ; = — b 2 

Cs 

a 2 





l b 3 

a 3 

C si b 3 

C# 

a 3 



8) Durd) ©Übung ber Determinanten nadjjuweifen, bafj 


«) 

K 

k 

y - « £ 

a l 

a s 

= o, 

| a x 

b « 

°i! 

«i 

a, 

CeI 

r) k 

b i 

Ci = 0, d) a 2 

«s 

c s = 

k 

ff. 

c 3 

«3 

«3 

c 3 ‘ 


9) 9tad)firt)cnbe Determinanten al$ ©robufte eined gaftorö 
mit einer Unterbcterminante ber näcfyft nichtigeren Orbnung an* 
jufdjreiben : 


r) 

■*) 



a, 0 Ö 


a X b i c,. 

«) 

a 2 b 2 c 2 

fi) 

a 2 b 2 0 


a 3 b 3 c 3 


a 3 b 3 0 


! a x 

b i 

Cl 

d i 


a l 

b x 


di 

Io 

0 

T) 


3) 

a 2 

b 2 

(, S 

d s 

a 3 

b 3 

Cs 

d 3 . 

0 

b 3 

0 

0 


b 4 

C* 

d 4 


;a 4 

b 4 

c * 

d 4 

». 

0 

C 1 

dj 


a x 

b l 

c i 

Oj 

a 3 

0 

Cs 

d* 

0 

a s 

b„ 

c * 

d 2 ! 

a 3 

0 

c 3 

d 3 

| a s 

b s 

C 3 

0 

a 4 

1 

1)4 

C* 

d <! 


»4 

b 4 

Ci 

0 


10) Die Determinante 


a i b i c i d t 

a 2 b 2 c 2 d 2 j 

j a 3 b s *-s dj 

|“« b 4 «4 (i 4] 


auf bie verfdiiebenen 2lrten a($ algebraifdje Summe von je 
4 ©robuften barjuftetlen , beten jebeö eine« ber Elemente beö 
6v>ftem8 unb eint Unterbcterminante ber brüten Orbnung ju 
Öaftoren bat. — Die. 3bentität ber gefunbenen Summen ift burd) 
(Sntmicfelung nadjjunmfen. 


/ 
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11) 9ind)ficf)enbe 2)fterminantfn ju berechnen: 
z a a a 
b z a a 
b b z a 
b b b z 


1) 


z a a 
b z a 
b b z 


2 ) 


1 a a 
3 ) 1 z a 
1 b z 


10 b, c t 
4 ) jb, 0 c 2 


c 2 0 | 


0 b, cJ 

5 ) j-b 0 c 2 6) 

1— c i —(‘2 0 ; 


0 

-b. 


bx 

0 


7 ) 


8) 


0 a a a a a 
b 0 a a a a 
b b 0 a a a 
b b b 0 a a 1 
b b b b 0 a 
b b b b b 0 


c, dj 
c 8 d ä 
-c, —o g 0 d 3 

- (] i “3 ä — d 3 0 



10 ) 


0 a b c 



1 a a 2 a 3 

az Ode 


1 a a 2 i 

1 b b 2 b 3 

bz dz 0 f 

ID 

1 b b 2 12) 

1 c c 2 c 3 

cz ez fz 0 


1 c c 2 

1 d d 2 d 3 


13 ) 


ßi 

a\ a 2/ y 2 ßi 

«s «sä ßi 


a b 0 0 
0 a b 0 
14 ) 0 0 a b 
tb 0 0 a 


a b 0 0 01 
0 a b 0 0 
15 ) 0 0 a b 0 
0 0 0 a b 
b 0 0 0 a 


16 ) 


19 ) 


a 

1 

1 

1 


a 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

a 

1 

1 


1 

a 

1 

1 

1 

1 a a 2 

l 

1 

a 

1 

17 ) 

1 

l 

a 

1 

1 

18 ) a 2 1 a 

1 

1 

1 

a 


1 

1 

1 

a 

1 

a a 2 1 





• 

1 

1 

1 

1 

a 



1 a a 2 a ! 
a s 1 a a 2i 
a 2 a 8 1 a 
a a 2 a 3 1 


22 ) 


1 1 1 lj 

3 5 2 - 4 | 

2 3-45 

5_1 3 —2 


1 11 1 

20 ) 3 9 2 
5 13 3 

2 1 31 0 
1 2 21 1 
23 > 4 0 46 2 
0 3 45 4 


, 1 14 II 
21 ) —2 5 2 
3 11 5 

2 3 4 -5 

, 3 5 6 - 9 , 

24) 5 7 18 lj 

4 .1 -1 llj 

21 * 
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2 

3 

—3 

5 


1 

5 

15 

35 

IÜ 

1 

2 

LL - 

-1 


1 

6 

21 

58 

126 

4 

5 

1 

2 

26) 

1 

7 

28 

84 

210 

7 

i 

e 

1 


1 

8 

36 

120 

330 

1 

X 

L2 



1 

9 

45 

IQ5 

495 


25) 


12 ) Söfnn foß nadjweifcn, 

1 a b c 

1 x t y 1 z* 

4 x 2 y* z 2 

z .i 


bafi 

Xj— a y t -b z,— c 
x 2 — a y 2 — b z 2 — c 
x a — a y s — b z s — c 


1 x s ) 7 :i z .i 

13) 9tocbftc()cnbc Swflcnif bon ®(dd)miflfn iniltdft Ddcr* 


1 


minantcn aufjulöfrn : 

1) 4x — 5y — 

3x — 2y — 8. 

3) x + y + z ~ 1 1 
3x — 7y + 2z — 9 
5x — 12y -f~ 3z — 13. 

65 


2) 7x + 3y ■=* 62 
5x — 7y = 26, 
i) x + y + z_ 


AA 


-2x -)- 3y 4~ 2z = 5 


3x 


4y -|~ 5z — 11, 


5) 2x -f~ 3y -f- 5z 


61 


J 2 _ 


= 3 


ZI 


3x + 4y 

y 

x + 


= 62 
3z = — 


y 4- z + u = 


3x 4~ 5y 4~ 2z 4~ 4u •= 

2x 4- 3y — 4z 4~ 5u = 

5x — y + 3z — 2u = 

9) x 4 - 2y 4- 4z 4- 8u = 


x 4~ 3y 4~ 9z 4- 27n 


x 4 4y 4~ 16z 4- 64u = 
x 4- 5y 4- 25z 4- 125u — 


3x 4~ 4y — 3z = 5 
1. 5x 4" y + 4z = 42. 
22 8) 2x 4- y 4- 3z — 31 

55 x + 2y 4- u = 21 

14 4x 4 5z + 2u = 46 

'19. 3y + 5z 4- 4u =45. 

12 10) x + y 4- z -4- ii = 1 
_60 2x -)- 3y 4- 4z-f-5u== — 2 
24 4x — y 4~ 2 z4-3u— --2 
36. 3x 4" 9y — z + 2u = 0. 
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L ‘Jo belle über bic ^Bcrtf>c von p„ uub für p = 3, 




IL 

Pn. 

0 

1000 

1 

750 

2 

661 

a 

618 

4 

593 

5 

579 

6 

567 

I 

556 

8 

547 

9 

539 

_LÜ 

532 

11 

527 

12 

523 

12 

519. 

14 

515 

15 

511 

16 

507 

11 

503 

18 

499 

19 

495 

20 

491 

21 

486 

22 

481 

22 

476 

24 

471 

25 

466 

26 

461 

27 

456 

28 

461 

29 

445 

20 

439 

31 

433 

32 

427 

22 

421 

34 

415 

35 

409 

26 

402 

31 

395 

28 

388 

39 

381 

40 

374 

41 

367 

42 

360 j 

13 

353 

44 

346 

45 

339 1 

46 

232 

41 

324_ 

48 

316 | 

49 

308! 


MV 


;i ( (KKNKNK) 
2,8750613 
2,8-2021 »ir» 
2,7! H hiss;. 
2,7730547 
2,7020780 
2,7535831 
2,7450748 
2,7370873 
2,7815888 
2,7250110 
2,7218106 
2,7187)017 
2,7151074 
2,7118072 
2,7084200 
2,7054)080 
2,7015080 
2,0081005 
2,0946052 
2,0010815 
2,0806303 
2,0821451 
2,0776070 
2,0730200 
2,6083859 
2,6037009 
2,6589648 
2,0541705 
2,048364 X ) 
2,0424045 
2,6304870 
2,0304279 
2,0242821 
2,0180481 
2,0117233 
2,6042201 
2,5965071 
2,5888317 
2,5800250 
2,5728716 
2,5040001 
2,5503025 
2,7)477747 
2,5300701 
2,5301007 
2,5211381 
2.5105450 
2,4990871 
2,4885507 


1 IosPu- - 

n loa- L03 iilogLült JV ^Pr.. 

log-p,,. 


j 0,1 X 400000 
I 0,0128372 
| 0,0256744 
' 0,038,5110 

1 0,0313488 
0,0011800 
0,0770232 
j 0,0898604 
I 0,102097(i 
| 0,1 155348 
i 0,1283720 
|0,1412O92 
0,1544404 
, 0,1008830 
(>,1797208 
I 0,1925580 
; 0,2053952 
0,2182324 
0,2310090 
0,2439008 
0,2567440 
0,2097)812 
0,2824184 
0,2952550 
0,3080928 
0,320934 H> 
0,3337072 
0,3400044 
0,3594416 
0,3722788 
0,3851160 
0,3979532 
0,41079(4 
0,4236276 
0,4364048 
0,4493020 
0,4021392 
0,4749704 
0,4878130 
0,5000508 
0,5134880 
0,5263252 
0,5391624 
0,5519996 
0,5648368 
0,5776740 
0,5905112 
0,6033484 
0,6161856 
0,6290228 


3,0000000 
2,8022241 
2,7945271 
2,7524709 
2,7217059 
2,0984920 
2,0705599 
2,655214 1 
2,0352897 
2,01007)10 
2,5975390 
2,5800014 
2,5044553 
2,5482838 
2,5320804 
2,5158029 
2,4990128 
2,4833350 
2,4670309 
2,4500984 
2,4343375 
2,4170551 
2,3997267 
2,3823514 
2,8649281 
2,3474559 
2,3299337 
2,3123001 
2,2947349 
2,2700812 
2,2573485 
2,2385347 
2,2196375 
2,2006545 
2,1815833 
2,1624213 
2,1420869 
2,1216207 
2,14)10181 
',0802742 
2,0593836 
2,0383409 
2,0171401 
1,9957751 
1,9742393 
1,9525257 
1,9306269 
1,9071906 
1,8835015 
1,8595279 


1000,0000000 
728,1553333 
623,07)60000 
565,57)76512 
526,8729736 
499,4506923 
474,8537654 
452,( >791 004) 
431,8070000 
413,0988567 
395,8581818 
380,7162018 
300,8219313 
353,4140816 
340,4758(532 
327,9917608 
315,9459430 
304,3235550 
293,1100000 
282,2919067) 
271,8551250 
261,2493000 
251,0306346 
241,1856111 
231,7011053 
222,5645100 
213,7035883 
205,2805190 
197,1219091 
188,8314348 
180,8625000 
173,1947556 
165,8202304 
159,7283658 
151,9089104 
145,3521000 
138,7033193 
132,3185490 
126,1880290 
120,3024000 
114,6525000 
109,2300000 
104,0255741 
99,0319000 
94,24090()() 
89,4)449200 
85,2367400 
80,76004 X Hl 
76,4718200 
72,3649000 


14660,0896165 
134 >60,0896465 
12931,9343132 
12308,8783132 
11743,3206620 
11216,4476884 
10716,9969961 
10242,1432907 
9790,0641907 
9358,2571307 
8945,1582740 
87)49,3000922 
8168,5838304 
7801,7613961 
7448,3478145 
7107,8719513 
6779,8801905 
6463,9342469 
6159,6106913 
5866,5006913 
5584,2087848 
5312,3536598 
6051,1043598 
4800,0737252 
4558,8881141 
4327,1870088 
4104,6224988 
3890,8589105 
3685,5723915 
3488,4504824 
3299,6160476 
3118,7535476 
2915,5587920 
2779,7885616 
2621,0101958 
2469,1012864 
2323,7491854 
2185,0458661 
2052,7273171 
1926,5392881 
1806,2368881 
1691,5843881 
1582,3543881 
1178,3288140 
1379,2969140 
1285,0560140 
1 195,4110940 
1110,1743540 
1029,4143540 
952,9425340 
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L Tabelle «6er tic 'Jöertöc »on mit 


I 

a. En, 


log. Pu ! n log 1.03 I 


log P„ - 

n log 1313 P„. 

log »II. 


50 3<X> 2,4771211! 0,6418600 1,8352013 

51 2111 2,103X530 0,6.540972 1,8091958 

52 282 2,4502491 0.0075344 1,7827147 

53 213 2,4301020 0,0803710 1 1,7557910 

51 204 2,4210039 (1,0932088 1,7283951 

55 255 2,4005402 0,7000400 ' 1,7004942 
50 210 i 2, 8909351 1 0,7188832 1,0720519 

52 231 2,3747483 0,7317204 1,0430279 

58 228 2,3579348 0,7445570 1,0133772 

59 219 2,3404441 0,7573948 1,5830493 

00 210 2,3222193 0,7702320 1,5519873 

01 201 2,3031901 0,7830092 1,5201209 

02 192 2.2833012 0.7959004 1.4873948 

63 182 j 2,2600714 0,8087436 1,4513278 

01 172 2,2355284 0,8215808 1,4139470 

05 102 2,2095150 0,8344180 1,3750970 

00 152 2,1818436 0,8472552 1,3345884 

01 1 42 2,1522883 0,8000924 1,2921959 

08 132 2,1205739 0,8729290 1,2476443 

09 122 2,0803598 0,8857668 1,2005930 

70 ll2 2,0-192180 0,89X0040 1,1500140 

II 103 2,0128372 0,9114412 1,1013960 

72 94 1,9731279 0,9242784 1,0488495 

73 Xjj 1,9294189 0,9371150 0,9923033 

74 21 1 1,8864907 0,9499528 0,9305379 

15 09 1,8388491 (>,9027900 0.8760591 

10 02 1,7923917 0,9750272 0.8167045 

11 55 1,7403627 * 0,9884044 0,7518983 

28 49 1,0901901 1,0013016 0,0888945 

79 M 1,0334085 1,0141388 0,0193297 

80 31 1,5682017 1,0269760 0,5412257 

ai 32 1,5051500 1,0398132 0,4653308 

82 28_ 1.4471580 1.O526504 ».394507(5 

83 24 1.3802112 1.0054870 0.3147236 

84 20 1,3010300 1,0783248 0,2227052 

85 17 1,2304489 1,0911620 0,1392869 

80 14 1,1461280 1,1039992 0, »421288 

81 I 12 1,0791812 ! 1,1168364 0,9023448—1 

88 10 1,0000000 1 1,1290730 (1,87(13204—1 

89 8 0,9030900 1 1,1425108 0,7605792-1 

Dü i 0 0,7781513 1,1553480 0,6228033—1 

911 5 0,6989700, 1,1681852 0,5307848—1 

92 1 4 0,6020600 1,1810224 0,4210376—1 

93 3 0,4771213 1,193x586 0,2832617—1 

94 2 0,3010300 1,2066968 0,0943332—1 

95 j 1 0,0000000 1,2195340 0,7804060—2 


08,4323310 
64,44601X10 
60,6338000 
: 56,9890000 
53,50511 XXI 
50, 175801 hi 
46,9950000 
43,9570000 
41,05G0600 
38,2808202 
35,0440740 
33,1227840 
30,7181350 
28,2701326 
25,9380600 
23,7190330 
21,00(i71KKI 
19,5972854 
l7,0800tHXI 
15,8705877 
14,1453585 
12,0297843 
11,19051 XX) 
9,8243390 
8,040480«) 
j 7,5172517 
! 6,557900«) 

5,6480405 
4,8853368 
4,1622648 
3,4771080 
2,9196907 
2,480321») 
2,0640062 
1,0699565 
: 1, 378121 X) 
1 1,1018061 
0,9169482 
0,7418675 
0,5762080 
0,4195690 
0,3394570 
0,2636560 
0,1919825 
0,1242605 
0,1X103207 


für p = 3, 

■ V' r_ — 2. ■ 




880,5770340 
812,1453024 
747,0993024 
087,0055024 
030,0765024 
576,5714024 
526,3956024 
479,4000024 
435,4430024 
394,3875424 
350,1(K)7162 
320,4566422 
287,3338582 
256,0157232 
228,3465906 
202,4069246 
178,6878910 
i57, 0811916 
137,4839062 
119,7973002 
103,9267185 
89,7813000 
77,1515757 
! 65,9610757 
1 50,1367307 
47,4902567 
39,9790050 
I 33,4211050 
1 27,7730585 
22,8877217 
18,7254569 
15,2482889 
12,3285982 
9,8482782 
7,7842120 
6,1142555 
4,7361355 
3,6342694 
2,7173212 
1,9754537 
1,3992457 
0,9796767 
0,6402197 
0,3765637 
0,1845812 . 
| 0,0003207 
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Säbelte». 


IL Tabelle über bic 30crtl)c von $)„ unb — 1)„ für p = L 




1°S P,.- 


p . 

=- 

los IV »los 1,04 

>. los 1,04 
= H P„ 

Pn- 

1 

i. 


0 

1 

2 

3 

4 
_5 
ü 

1 
ö 

2 
12 
n 
12 

13 

14 
12 
lli 

n 
1» 
12 
20 
21 
2 2 

23 

24 
22 


l(HM) 
750 
661 
Gl 8 
523 
572 

5 wr 

556 

517 

532 

532 

627 

523 

512 

515 

511 

507 

503 

422 

495 

491 

450 

451 
476 
471 
466 


I 3,0000000 

2,8750613 
2,8202015 
2,7909883 
) 2,7730547 
2,7626786 


'27Ü3583T 
2,7450748 
2,7379873 
2,7315888 
| 2,7259116 
I 2,7218106 
20185017 
2,7151674 
18072 


26 i 461 
21 ! 456 
28 451 

22 446 
2Q 439 


Sü 

2,7050080 
2,7015680 
! 2.6981005 
2/>94l!052 
2.6910815 
2,6866363 
' 2,6821451 
I 2.6776070 
2,6730209 
2,6683859 
37009 


31, 433 
:±> 427 

33 421 

34 415 

35 409 

361 402 
31 395 

38 388 

39 381 
4CT 374 

41 367 

42 360 

43 i 353 

44 346 

45 331! 

46 332 
47_ 324 

48 316 

49 i 308 


22 

2,6511765 
2,6483600 
2,6424645 
2,6364879 
2,63(4279 
2,6242821 
2,618(481 
2,6117233 
2,6042261 
2,5965971 
2,5888317 
2/1809250 
2,5728716 
2,5646661 
2,5563025 
2,5477747 
2,5390761 
2,5301997 
2,5211381 
2,5105450 
1996871 


>,0000000 

1,0170333 

1,0340666 

>,0510999 

>,0681332 

>,0851665 

1,1021998 

>,1192331 

1,1362664 

>,1532997 

1,1703330 

0,1873663 

>,2(43996 

>,2214329 

>,2384662 

>,2554995 

>,2725328 

>,2895661 

>,3065994 

1,3236327 

1,3406660 

>,8576993 

>,3747326 

>,3917659 

1,4087992 

>,4258325 

»,4428658 

>,4598991 

>,4769324 

>,4939657 

1,5109990 

1,5280323 

>,5450656 

1,5620989 

1,5791322 

>,5961655 

>,6131988 

>,6302321 

>,6472654 

>,6642987 

>,6813320 

>,6983653 

>,7153986 

>,7324319 

>,7494652 

>,7664985 

0,7835318 

>,8005651 

>,8175984 

0,8346317 


3,0000000 

2,8580280 

2,7861349 

2,7398886 

2,7049215 

2,6775121 

2,6513833 

2,6258417 

2,6017209 

2,5782891 

2,5555786 

2,5344443 

2,5141021 

2,4937345 

2,4733410 

2,4529214 

2,4324752 


m 


2,3709725 
2,3504155 
0 

2,2858411 

2,2612217 

2,2425534 

2,2208351 

1990657 


2,1543943 


2,1084556 
2,0853623 
2,0621832 
2,0389159 
2,0155578 
1 9910273 


1000,1 M KM» HM) 

721,1540000 

611,1318428 

549,3998889 

506,8991111 

475,89t» KKKI 

448,1086210 

422,5145778 

399,6878274 

378,6946087 

359,1001166 

342,3294708 

326,6646000 

311,6983572 

297,0» »MH») 

283,7405198 

270,6918681 

258,2271177 

216,3207968 : 

234,9484327 

224,0864105 

213,2735393 

202,9609328 

193,1261804 

183,7476338 

174,8048040 

166,2781153 

158,1487254 

150,3987276 

142,6902623 

135,3522500 

128,3676503 

121,7201111 

115,3940000 

‘tss 


1,9663650 

1,9415663 

1,9166263 

1,8915396 

1,8663008 

1,8409039 

1,8153428 

1,7896109 

m 

1,6539190 I 


IC 

97,9551690 

92,5475642 

87,4110400 

82,5327578 

77,9003717 

73,5022685 

69,3272316 

65,3646300 

61,6042843 

58,0364927 

31,6320230 

51,2837582 

48,0937556 

45,0732621 




12431.5242277 

11431.5242277 

10710,3702277 

10099,2383849 

9549,8384900 

9042,9393849 

8567,0433849 

8118,9347639 

7696,4201861 

7296,7323587 

6918,0377500 

6558,6373334 

6216,3078626 

5889,6432026 

5577,9449054 

5280,5449054 

4996,8043856 

4726,1125175 

4467,8853998 

4221,5646030 

3986,6161703 

3762,5297598 

3549,2562205 

3346,2952877 

3153,1691073 

2969,4214735 

2794,6166695 

2628,33855*12 

2470,1898288 

2319,7911012 

2177,1008389 

2041,7485889 

1913,3809386 

1791,6608275 

1676,2668275 

1566,8923747 

1463,2451126 

1365,2890436 

1272,7423794 

1185,3313394 

1102,7965816 

1024,8982099 

951,3959414 

882,0687098 

816,7040798 

755,0997955 

697,0633028 

642,4112778 

591,1276196 

543,0337640 
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LL Tabelle über Me Sßertfyc von unt für p = L 





iogr„— 


1L 

IV 

log IV n log ßOl 

n log IJU p„. 

= log V». \ 



üü 

51 

52 

53 
53 
55 
5fi 

52 

53 
59 
6U 


•iß 
ßi 
68 
ßi! 
Hl 
11 
22 
23| 
23 ! 
25 


IX 1 
19 
XL! i 
XI 


83 

XI 

85 

fiß 

X2 

XX 

X9 

90 

91 

92 

93 
91 
95 


29Ü 1 
291 j 
2X2 ! 
273 i 
2ß3 ; 
255 i 
23ß | 
232 I 
22X 
219 . 
211 ! 
iil ■ 2ül 
ß2 [ 192 I 
ß3 1 1X2. 
64! 122 1 
ß5 132 | 
152 ! 
132 
132 
122 
112 
1U3 
93 ; 


85 

U 

ß9 


Zß ß2 
22, 55 


39 

33 

31 

32 


82 i 28 


!2! 
20 | 

11 i 

13 

12 
lü 

8 ! 
ß i 
5 ! 
3 , 
3 
2 

1 ! 


2,4771213 
2,4638930 
2,4502491 
2,4361626 
2,4216039 
2,4065402 
2,3909351 
2,3747483 
2.357934s 
2,3104441 
2,3222193 
2,3031961 
2,2833012 
2,2600714 
2,2355284 
2,2095150 
2,1818436 
2,1522X83 
2,1205739 
2,0863598 
2,0392180 
2.0128372 
1,9731279 
1,9294189 
1,8864907 
1,8388491 
1,7923917 
1,7403627 
1,6901961 
1, (i3346H5 
1,5682017 
1,5051500 
1,4471580 
1,3802112 
1,3010300 
1,2304489 
1,1461280 
1,0791812 
1,0000000 
0>I309<XI 
0,7781513 
0,6989700 
0,6020600 
0,4771213 
0,3010300 
0,0000000 


0,8516650 
0,8686983 
0,8857316 
0,9027649 
0,9197982 
0,9368315 
0,9538(548 
0,9708981 
0,9879314 
1,0049647 
1,0219980 
1,0390313 
1.05« 


ü 


1,07!« 
1,0901312 
1,1071645 
1,1241978 
1,1412311 
1,1582644 
1,1752977 
1,1923310 
1,2<» 


1,2263976 
1,2434309 
1,2604642 
1,2774975 
1,2945308 
1,31 15641 
1,3285974 
1,3456307 
1 3(i2ii640 


1,3967306 

1,1137639 

1,4307972 

1,4478305 

1,4648638 

1,4818971 

1,4989304 

1,5159637 

1,5329970 

1,5500303 

1,5670636 

1,5840969 

1,6011302 

1,6181635 


1,6254563 
1,5951917 
1,5645175 
1,5333977 
1,5018057 
1,4697087 
1,4370703 
1,4038502 
1,3700034 
1,3354794 
1,8002213 
1,2641648 
1.2272366 
M869735 
1,1453972 
1,1023505 
1.0576458 
17010572 
i 0,9623095 
0,9110621 
0,8568870 
0,80 34729 
0/7467303 
(191859880 
0,6260265 
0,5613516 
0,4978609 
0,4287986 
0,3615987 
0,2878378 
0,2055377 
0,1254527 
0,0504274 
0,9664473—1 
0,8702328—1 
0,7826184-1 
0,6812642—1 
0,5972841—1 
0,5010696—1 
0,3871263—1 
0,2451543—1 
0,1489397 — 1 
0,0349964—1 
0,8930244—2 
0,6998998 — 2 
0,3818365—2 


42,2139778 
39,3726545 
36,6874509 
34,1505471 
31,7545295 
29;4923067 
27,3571 125 
25,3425412 
23,4424700 
21,6510700 
19,9027923 
18,3723546 
16,8747193 

üü* 


13,9764609 
12,6575729 
11,4194658 
iÖ^57S7Ö9 
9,16X7364 
8,1482076 
7,1926183 
6,3«12300 
5,5812351 
4,8527511 
4,2269440 
3,6420975 
3,1 467407 
2,6841000 
2,2993164 
1,9401614 
1,6052315 
1,3349122 
1,1231234 
0,9256510 
0,7417077 
0,6002034 
0,4800253 
0,3956254 
0,3170075 
0,2438519 
0,1758548 
0,1409093 
0,1083918 
0,0781671 
0,0501071 
0,0240900 


497,9605019 
455,7465241 
4 16,3738696 
379,6864187 
345,5358716 
313,7813421 
284,2890354 
256,9319229 
231,5893817 
208,1469117 
186,4958417 
166,5330494 
148,10)6948 
131,2859755 
115,9053684 
101,9289075 
89,2713346 
77,8518688 


58,4252615 
50,2770539 
43,0844356 
36,7242056 
31,1429705 
26,2902194 
22,0632754 
18,4211779 
15,2744372 
12,5903372 
10,2910208 
8,3508594 
6,7456279 
5,4107157 
4,2875923 
3,3619413 
2,6202336 
2,0140302 
1 ,5340049 
1,1383795 
0,8213720 
0,5775201 
0,4016653 
0,2607560 
0,1523642 
0,0741971 
0,0240900 
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labcdcn. 


Printe fiir grauen 
iöt preufsifdien 
J^ittiociilaiie. 

X r- x — ec 21 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 liillipi 

ä recibt. 

"Z i ffltfdjiecbt. 

•£ « 

§ö i — — 

jfS rnännl. 

% tstcirfüediL 

© © <N <21 21 t— !>■ 21 i- t'- t- »2 05 05 05 -f 21 v.wW 

5 v-* 05 3 cd »o co co * 4 } i'- th © — tr -tj © co © >2 c © 21 

5 M C l - ^ ^ ^ ”M h - c C C 05 CT. X X X I- I- 

^5 i~ i» i- s> t e © © © © © © ©©©©oiOÄiSiÄ»« ic 

•■•'^««COXWICXCOXWXCOXfftC »H CO CO CO 

.2 1- r-( »2 1 -t © -M/tH t- 21 CO CO X * 

* 1- 2l X ‘i^nriHC O 05 Ci X X t- 1- »- 52 52 »2 iß 

w t"- I-- © © © © © © © © i2 *2 iO »2 »2 i2 i2 »O i2 i2 O »2 

©jcfrauen u. 
äSMttroen. 

I i 

l i i i 1 i 1 1 l 1 11113$ 

>-• 

^beinämtcL 

1 

m i t i i i ! i i i i i ii i i 11313$ 

u>cibC. 

g Wcfd)(cd)L 

IJi'Ou'iiü'iC'.Mxeoj'.k'iru'naosaXH^ 

5 3 g 333335 3 g g g g 

| männl. 
«e{d)te^L 

© CO cs r~ t» Ci 21 52 *H 52 i-t 52 *- 50 21 © © '■+• © 1— I- 50 

OCOO'fÄNn^-C — 05 O. X XM- 50 50 i2 -f CO 21 i— 

O C5 05 05 05 05 05 05 05 05 X X X X X X X X 55 X XXX 

tH 

«inipfou für 
Ümiiimt. 

o c t»co. wo o fit(5 o >3 * o o o o © »2 2 >2 c 

* X ’jf C. C 1 - H c O 05 05 X X l'- l- 50 50 .2 >2 

Oo50i^ , »f'i''rr'-r'i^: ,r T-i - -^ - ^f20X'coo2COCCototc2C2 

rH 

liquitable (ScfcUfdiaft 
in l’ontoit. 

8ggff££S3383ffigSg3£SS3S3i3 

llt:si&S>3§33^3§!Ssl-33SS5S 

rH 

XuuiUail' für 
fjrantreid}. 

“ *- -t % « H »2 X »2 52 21 X <0 .2 r-i 05 C CO 21 05 50 1- t- 

2 2J 02 © — .2 21 52 -2 X 21 X C2 .2 — • 50 21 50 ~ -f — — 50 

~ .2 X 50 1- — f; / 21 -r — X 50 21 1*0. O X«$0.?12M 
^ 1- h - X 2 O .2 — 50 . J X 52 X 2 X « 1- 21 50 r 

* 50 l- 21 05 X 1- 50 50 i2 >2 -f' -+• CO 52 21 21 r- h O O 05 O. 

* t— 50 50 t2 i2 i2 i2 »2 »2 »2 »2 >2 »2 »2 »2 »2 l2 i2 »2 »2 ~v -*t 

Äcrfcfcoom für 
ößlliinb. 

5 .2 »2 C 2 1< 1- C M *t i2 50 X O 50 © 05 21 »2 © 1- X C: 

5 21 1- 2 O. 2 -f 2 - O O. X 1^ I- 50 2 2< rfi 2 51 - O -2 

■2 T- c O O. 5. O. o. 05 05 X X X X X X X X X XX X ^ 

H rl HH 

Separcicitt' für 
SkntenkrcL 

O 12 05 21 21 -t -2 «2 l'- c »2 C »2 h X ^ O i2 — 50 »2 

5^c X C 2* 21 H<2 5 05 ft •/ ? i-M- 50 50 .2 >2 — 

O r» t>- 50 50 CO 50 50 50 50 50 »2 i2 »2 »2 O «2 i2 O »2 »2 i2 l2 

^amiiaiiii'aliiitiiilcp. 

00 <2 -H X « 2 N 50 !>• O. 21 b- « r. H h- « 05 lO 50 r-( 

2 .2 50 »- 05 1- 50 »2 ^ 52 50 21 21 — * — ^ C ^ 05 05 2. X X 

2 1^ 50 50 r2 «2 l 2 u2 t2 »2 r2 »2 i2 t2 i2 i2 r2 i2 rf -f 

Älter. 

C=d2l!!2 3!i2S£tsXSC»-‘2lCC'tiO50h*X0; C«-* 2* 
riHnriglgüariHia3i51 21 
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i tT ri ^ »H ^ r- I X 

rj it; ^ i- x> x r. er. 
; ?. x i- tr i-j -p x *M -< c 
jcccococococococococo 


H X H X H X Q ^ X Ol XC^3D Ol iflXH-f<h-Qe'5«OÄtMi£5®H^Ü'-ON^ ft 

i - X'i .r, o -n ^ ^ -M h h o o. “ x n t- x » 5 ^ 4 » oi oi — © Ci x 35 i~ ft »ft 

-t« , '^ , *j<Tr-t«' ,! * , ’T<-? , Tr'^’*c , -f^j<cococococOcocococococococc?5ct5o»oioioioioi 


^ftfHftiHftft^XO , ft©^gOO*»ö0C*-<^lt2*QO*'*t<ft00C‘THOlCO'3*»»ft fc A»ftiA 

-r-i«-c''*ci-t<-*- , c , -i«-*'-*'’*'*f , ^ ;, cocococoTOcococococ* , 5cocococ6oioioioioioioi 
i - o ft »*. x h 3 ; i'* o w co c ^ *x x c- ft »r, n o. h ^ *x x ^ « c co h « »r. ir 

01 "M -- O ft ft X l>* I- X »O 'O ft Ol ^ O C O. X l'- - *X 1-0 ^ W Ol « © ft Ci X 

X X X) X 1- r- I- t- I- I- 1- r- r- r>- t- t- i- ft ft ft ft ft ft ft ft ft X c ‘3 5 ^ o »ft 


■f ft Ol rH H H ?1 Ol ft ■O C. h- O. O (N X ‘X h- 05 O Ol -t *X X O T- oi IN H o X »f5 
i ft »i-*x »fl ^ h o ft x x u'j -+(«01 h hq ei x t- i~ • xö'Scowo di 
x i- r— i- 1- i— i>- 1— i'- 1- r- ft ft ft ft ft ft ft ft ft ft ft ft o »a »a »a »a »a »a »* »a »ft -* 


o S co £- »ft ec ^ -rh tj © oo «? » oi «ft i- g: oi -n ft © 01 »ft x »ft Ci co i- »a © 05 

-f ft ft Ol Ol H O © Ci x x 1— -ft »ft »ft -f ec 01 01 t— © © © co i- 1- *ft »ft »ft -t< -t< co oi 01 

COCOCOCOCOCOCOCOOlOlOlOlOlOl 01 Ol0l0l0l01OlTH»H*--rH — 


X 1"- I- 'ft »ft *ft -t O0 C0 Ol — *H © Ci Ci X I- ft *ft ft «J li « TI - - C Ci X X I— ft »ft «3< 

^^■^•^Tji'^T^^^-^--^-^?ocofftcftcftcoc5cccocftcccc:ocftoioioioioioioi 


oa cft Ol © r- »ft CO — < c: I'- »ft »ft »ft »ft »ft »ft »ft »ft ft l'- X Ci ft C © ft X 1- »ft n C X o ^ 

c. x 3 01 -- c. x 1- c .3 «f ft 01 h 3 c. x h- c *3 »3 4 3 h ft o. x i'- «r ft 

l— 1>. t>. 1^. i>- r- t'- ft ft ’-D ft ft ft ID ft ft ft »ft »ft »ft »ft »ft »ft »ft »ft Ift »ft -*f T#< -*V rt< 

© -•* Ci C0 t-- Ol ft O »ft © ?£ Ci Ci t* Ci ^ Ci >3* Ci ■"* Ci Ci C0 X Ol ft © «-£ X i-t CO «ft 

4 ft 01 01 h h q O c. ft x t’* n d *c »r, «Ä •* w ft 01 ei ^ - o c c. ?. x n i'. c »r; 

»ft»ft»ft»ft»A«ft«AiA , ^ , *r l '*r ,, *-^’ ,, t-0 <,, 'f'*^ ,, TTr'0‘^r«*'T$<-r#i-+i-*t^t<coccooTOcococ!5 


'C H X -H *0 H 0 C. ft - »ft ft Ol »ft X r}< h- C « X C. 01 X X O H 01 ft •»+< »o -X 1 ^ X 
t ^ ^ X O uO ft ^ ft « Ol CI 1 H Q 3 3i X X h» *X 3 1 0 ^ « ft CI h c * C. X N ‘i «ft ^ ft C I 
^•^•^r^-^T^-r^T^T^^T^-^^icocococococococococofocococQOioioioioioioi^i 
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Qn ber 6. ©intcv’fcfttii akrlagäfta »blutig in Seidig mtb §>eibctberg ift 
ferner erfdjienen: 

ftolitifdje 3tritljtnetilt. 

Einleitung jur Scnntnif unb Ucbnng aller tut ©taatämefen bor* 
fontmenben Scredjmutgcn. 

@in Jpanbbud) für Staatsbeamte uttb ©efcbaftSmeinncr. 

SJon 

«. ©. SUeifetreu, 

IJJtofeffor an t>fr polpted^itifdxit @d>u(e ju Äarlärubc. 

3 toeitc Oerbefferte Auflage, gr. 8. gefe. 'fireid l Shtr. 2 t> 9 igr. 


Dr. ISarl, fi'roffssor am $)olqtfdjniktim in Sorlsrnljf, Vfclubtttl) bCV 
ebenen (Geometrie ticbft einer Sammlung oon 73U UebungSaufgaben 
jum ©ebrauebe an köderen tfebranftalten unb beim Selbftftubium. 
fünfte oerbefferte unb oermebrte Auflage. tDtit 245 in ben 2ejt ge= 
bruetten Figuren, gr. 8. geheftet. preis 26 Stgr. 

Slnljattg jit Dem fttyrtiudjc Dev ebenen Geometrie. Die 9teful* 
täte unb Slnbeutungen jur Sluflöfung ber in bem 8cbrbud;e bcfinblidren 
Aufgaben entbaltenb. günfte oerbefferte unb oermebrte Sluflage. SOiit 
106 in ben iejt gebrueften giguren. gr. 8. gel;. Sßreib 12 Sigr. 

licl)vbucl| Der ebenen poltjgonometrie nebft ©cifpielcn unb Uebungs* 
aufgabetr juttt ©ebrauebe au beferen Vcbranftaltcn unb beim Selbft» 
ftubium. ifliit 30 in ben Heft gebrutften giguren. gr. 8. gety. 
'Preis 18 9tgr. 

Vfelubltd) Dev Sterconictvie nebft einer Sammlung oon 240 UebungS* 
aufgabcu jutn ©cbraudie an böseren Üebranftalten unb beim Selbftftubinm. 
Dritte oerbefferte unb oermebrte 91 nf läge. DJiit 112 in ben Dejct 
gebrueften giguren. gr. 8. geb. preis 24 9lgr. 

91111)0118 5« bettt \fc4rbttd)c Der Stereometrie. Die Dtefuitate 
unb Slnbeutungen jur Sluflöfung ber in bem üebrbudie befinblicben 
Aufgaben entbaltenb. Dritte oerbefferte unb oermebrte Auflage, Silit 
15 in ben Tcjt gebrueften giguren. gr. 8. geb- preis 5 Stgr. 

yeljvDud) Der ebenen Trigonometrie nebft einer Sammlung oon 
570 ÜcbuugSaufgabeu 511111 ©ebrauebe an ^ö^erctr Sebranftalten unb 
beim Selbftftubium. Dritte oerbefferte unb fel;r oermebrte Stuflage. 
SDlit 46 in ben Dejt gebrueften giguren. gr. 8. geb- Preis 18 Stgr. 

Slnlmitg ju Dem eeljrbttdjc Dev ebenen Trigonometrie. Die 

fRcfultatc unb Slnbeutungen jur Sluflöfung ber in bem ilchrb liebe be* 
finbticben Stufgaben entbaltenb. Dritte oerbefferte unb feljr oermebrte 
Slitflage. ültit 21 in ben Teft gebrueften giguren. gr. 8. geb- 
Preis 10 9tgr. 
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Spiti, Dr. Sari, |'roftssnr am ^'olqtrrlinthnu! in .Sorlsrulif, ßfljvburf) ÖCV 
|pl)nvifd)Clt • SEriflOltomctvic nebft bicleti Öetffnrtcn über bereu 3ln* 
toenbutig, jmn ©ebraitdk' au ^ö^eren öehranftalten unb beim Sclbft* 
• ftubium. bUiit 42 in ben Dejt gebrudten Figuren, gr. 8. geh. 
freies i Dl;tr. 5 ©gr. 

ßcl)rlmrf) öcv Allgemeinen ^tritfjmetit jum (gebrauche an höl;cvcit 
ße^ranitalten unb beim Selbftftubium. Sr ft er Dl;eit: 3Dic ölige* 
meine 3trithmctif bi« cinfc^liefelid^- jur Slnmenbung ber ©eil;en auf 
bic 3'"fe«iin«* unb ©cntcuvedjnung nebft 1450 Uebungöaufgaben 
enthaltend 3 lüC ' te » berbeffevte unb oermel;rte Auflage, gr. 8. gcl;. 
©rei« 2 Dhtr. 

Slitljanfl jw Dem cvftcit Dlicilc öcs ßcf)vbud)5 öcv allgemeinen 
3(vitl)inrtif. Die SRefultate unb 3lnbcntungen jur Sluflöfmig ber in 
bem ße^rbuc^e bcfiublid;en Aufgaben enthaltend 3 lüC tlc, oerbefferte 
unb oermehrte Slitflage. gr. 8. geh- ©rci« 12 ©gr. 

Elemente bei* ©eometrie in 8el;rfähen unb Aufgaben jum ©c 
brauche an ©emcrbfd;ulcn, fotoie jur Selbftbelel;rung für ©emerbtreibenbe. 
Srfter Dl;eit. Die ebene ©eometrie enthaltend ©fit 147 in ben 
Dejt gebrudten §oljfd;uittcn. gr. 8. gcl;. ©rci« 12 ©gr. 

Elemente öcv Wcumctvic in 2el;vfä|cn unb 3lufgabcn jum @cbraud;c 
an ©ctocrbfcbulcn, foioie jur ©clbftbeteßrung für ©ercerbtreibenbe. 
3tceiter Dhcil. Die (Stereometrie enthaltend ©fit 43 in ben 
Dcj-t gebrudten ipoljfdjnitten. gr. 8. gcl;. ©rci« 10 9lgr. 

©cotnctrtfd)C 3lufgnl)Cit jum ©ebrauche an ^öl;crcn 2el;ranftatten 

unb beim Selbftftubium. Sr ft er Dl; eil. Berechnung« - Aufgaben 

au« ber ebenen ©eometrie nebft ben zugehörigen Diefultaten. ©fit 
52 in ben Dej-t gebrudten Figuren, gr. 8. gef;, ©rci« . 14 ©gr. 

3mciter Dl;eil. Berechnung« *3lufgaben au« ber förpertid;en 

©eometrie nebft ben zugehörigen Olefultaten, ©fit 3 in ben Dejt 
gebrudten giguren. gr. 8. gcl;. ©reiö 12 ©gr. 

Dritter Dl; eil. Slnbeutpugen ju ben 3luflöfuitgen ber Berech- 
nung« Aufgaben au« ber ebenen unb förderlichen ©eometrie. ©fit 
55 in ben Dejt gebrudten Figuren, gr. 8. geh- ©rei« 14 ©gr. 

Erster Cnrsus der Differential- und Integralrechnung; nebst 

einer Sammlung von 1450 Beispielen und Ucbungsaufgaben 
zum Gebrauche an höheren Lehranstalten und beim Selbst- 
studium. Mit 145 in den Text gedruckten Figuren, gr. 8. geh. 
Preis 3 Thlr. 15 Ngr. 

Lehrbuch der algebraischen Analysis 

von 

M. A. Stern, 

Professor in Göttingen. 

gr. ö. geheftet. Preis 2 Thaler. 
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